N

HAL

open science

COURS D’ ANALYSE NUMERIQUE (BAC2 IAGE)
Djamba Tunda-Olembe

» To cite this version:

Djamba Tunda-Olembe. COURS D’ ANALYSE NUMERIQUE (BAC2 IAGE). Licence. ANALYSE NUMERIQUE,

Université Protestante de Lubumbashi, Congo-Kinshasa. 2024, pp.83. <hal-04949671)

HAL Id: hal-04949671
https://hal.science/hal-04949671v1

Submitted on 15 Feb 2025

HAL is a multi-disciplinary open access archive
for the deposit and dissemination of scientific re-
search documents, whether they are published or not.
The documents may come from teaching and research
institutions in France or abroad, or from public or pri-
vate research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est des-
tinée au dépot et a la diffusion de documents scien-
tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
des établissements d’enseignement et de recherche
francais ou étrangers, des laboratoires publics ou
privés.

Distributed under a Creative Commons CC BY 4.0 - Attribution - International License


https://hal.science/hal-04949671v1
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr

REPUBLIQUE DEMOCRATIQUE DU CONGO
ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET UNIVERSITAIRE
UNIVERSITE PROTESTANTE DE LUBUMBASHI

COURS D’ ANALYSE NUMERIQUE
(BAC2 IAGE)

PAR MASTER ING CIVIL TUNDA-OLEMBE DJAMBA

NOVEMBRE 2024



DESCRIPTIF DU COURS D’ ANALYSE NUMERIQUE

FACULTE : SCIENCES INFORMATIQUES

INTITULE : ANALYSE NUMERIQUE

VOLUME : 2 crédits

PROMOTION : BAC2 IAGE

TITULAIRE : MASTER ING TUNDA-OLEMBE DJAMBA
PROFIL ACADEMIQUE : CT

EMAIL : djambatunda@gmail.com

TELEPHONE : 0974762941

I. LIMINAIRE

L’ Analyse numérique constitue une discipline scientifique qui
s’ occupe de methodes nimeriques et de la programmation scientifique. L’
analyse numerique a comme objectitf la conception , l'analyse et I’
implémentation d’ algorithmes pour la résolution numérique des problemes
mathématiques qui proviennent de la modélisation des phénomeénes réels.
Il est a l'interface des mathématiques et de I'informatique. Elle s’intéresse
tant aux fondements qu’a la mise en pratique des méthodes permettant de
résoudre, par des calculs purement numériques, des problémes
mathématiques.

Plus formellement, l'analyse numérique est I|'étude
des algorithmes permettant de résoudre numériquement par discrétisation
les problemes de mathématiques continues (distinguées
des mathématiques discretes). Cela signifie qu’elle s’occupe principalement
de répondre de fagon numérique a des questions a variable
réelle ou complexe comme l‘algebre linéaire numérique sur les champs
réels ou complexes, la recherche de solution numérique d’équations
différentielles et d’autres problémes liés survenant dans les sciences
physiques et l'ingénierie. Branche des mathématiques appliquées, son
développement est étroitement lié a celui des outils informatiques.

Certains problemes de mathématiques peuvent étre résolus
numériquement (c.-a-d., sur ordinateur) de facon exacte par un
algorithme en un nombre fini d'opérations. Ces algorithmes sont parfois
appelés méthodes directes ou qualifiés de finis. Des exemples sont
I’élimination de Gauss-Jordan pour la résolution d‘un systeme
d’équations linéaires et l'algorithme du simplexe en optimisation
linéaire. L'utilisation des Methides numériques est grandement facilitée
par les ordinateurs. xx¢ siecle a permis l'‘application des methodes
numérique dans de nombreux domaines scientifiques, techniques et
économiques, avec souvent des effets importants.
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II. PREREQUIS

COURS D' ANALYSE MATHEMATIQUE

COURS D' ALGEBRE

COURS DE PROGRAMMATION AVEC LES LANGAGES C ET C++
COURS DE PROGRAMMATION AVEC LE LANGAGE PYTHON
COURS DE PROGRAMMATION AVEC LE LANGAGE JAVA

III. OBJECTIFS GENERAUX

Au termes de ce cours I' étudiant ou I' étudiante sera capable de :
1. analyser, de comprendre et d' utiliser divers méthodes et algorithmes
représentatifs en matiére de résolution numérique de problemes mathématiques
par ordinateur ou a I' aide d' une calculatrice de poche ;
2. analyser et de comprendre le comportement numérique des méthodes de
résolutions des équations linéaires et non-linéaires;
3. analyser , de comprendre et d' utiliser les méthodes numériques d' analyse de
données par interpolation et par moindres carrées;
4. analyser , de comprendre et d' utiliser les méthodes numériques de dérivation
et d' intégration.

IV. OBJECTIFS SPECIFIQUES

Au termes de ce cours étudiant ou I' étudiante sera capable de :
1. résoudre numériquement un probléeme mathématique a I' aide d' une
calculatrice de poche;
2. implémenter des méthodes numériques dans un logiciel et vérifier leurs
comportements mathématiques;

V. COMPETENCES VISEES
Au termes de ce cours étudiant ou |I' étudiante va :
1. Acquérir des méthodes de résolutions numériques des problémes

mathématiques;

2. Etre capable d' identifier de problémes pratiques qui exigent des méthodes
numériques pour étre résolus;

3. Acquérir des connaissances en analyse numérigue qui seront utile dans le
domaine d' informatique de gestion.



VI. PLAN DU COURS

- Chapitre 1 : Introduction a I’ Analyse numerique ;

- Chapitre 2 : Resolution des equations non-lineaires ;
- Chapitre 3 : Interpolation et approximation ;

- Chapitre 4 : Methodes des moindres carrées ;

- Chapitre 5 : Derivation numerique ;

- Chapitre 6: Intregration numerique;

- Chapitre 7: Algebre lineaire numerique.

VII. BIBLIOGRAPHIE ET AUTRES SOURCES
A. Livres

1. Calvi, J-P: " Analyse numérique ", Editions UPS Université de Toulouse,
Toulouse, 2011
2.Quaterteroni , A. et Al : " Méthodes numériques : Algorithmes; analyse et
applications", Editions Springer-Verlag
Milan, 2017
4. Mustapha, L., :" Analyse numérique et exercices résolues" , Editions
Ellypses , Bruxelles, 2017

B. Cours

1. Jansen, M., " Cours de calcul formel et numérique", Universite Libre
Bruxelles.

VIII. LOGICIELS A UTILISER

1. Microsoft visual studio;
2. Compilateur Python
3. Compilateur Java

IX. METHODE DE COMMUNICATION
1. Cours théorique orienté vers la pratique ;
2. Travaux et discussion en groupe ;
3. Organisation TD et TP ;
4. Autoformation.



X. METHODE D'EVALUATION
1. Travaux pratiques ;
2. Travaux dirigés
3. Interrogations ;
4. Examen



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A L' ANALYSE NUMERIQUE.

1. 1 PRESENTATION
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L' Analyse numerique constitue une discipline scientifique qui s
occupe des methodes numeriques et la programmation scientifique. Les
methodes numeriques ont comme objectitf la conception , |I” analyse et I’
implémentation d’ algorithmes pour la résolution numérique des probléemes
mathématiques qui proviennent de la modélisation des phénomeénes réels.
Il est a l'interface des mathématiques et de I'informatique. Elle s’intéresse
tant aux fondements qu’a la mise en pratique des méthodes permettant de
résoudre, par des calculs purement numériques, des problémes
mathématiques.

Plus formellement, l'analyse numérique est [|'étude
des algorithmes permettant de résoudre numériquement par discrétisation
les problemes de mathématiques continues (distinguées
des mathématiques discréetes). Cela signifie qu’elle s’occupe principalement
de répondre de fagon numériqgue a des questions a variable
réelle ou complexe comme l‘algebre linéaire numérique sur les champs
réels ou complexes, la recherche de solution numérique d’équations
différentielles et d’autres problemes liés survenant dans les sciences
physiques et l'ingénierie. Branche des mathématiques appliquées, son
développement est étroitement lié a celui des outils informatiques.

Certains problemes de mathématiques peuvent étre résolus
numériquement (c.-a-d., sur ordinateur) de facon exacte par un
algorithme en un nombre fini d'opérations. Ces algorithmes sont parfois
appelés méthodes directes ou qualifiés de finis. Des exemples sont
I’élimination de Gauss-Jordan pour la résolution d'un systéme
d'équations linéaires et l'algorithme du simplexe en optimisation
linéaire.

L'utilisation de I’ Analyse numérique est grandement
facilitée par les ordinateurs. L'accroissement de la disponibilité et de la
puissance des ordinateurs depuis la seconde moitié du xx¢ siecle a
permis |'application des methodes numérique dans de nombreux
domaines scientifiques, techniques et économiques, avec souvent des
effets importants.
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L'étude des erreurs forme une partie importante de l’'analyse
numérique. Les erreurs introduites dans la solution d’un probléeme ont
plusieurs origines. Les erreurs d’arrondis surviennent car il est
impossible de représenter en pratique tous les nombres
réels exactement sur une machine a états finis (ce que sont en fin de
compte tous les ordinateurs numériques). Les erreurs de troncature sont
commises par exemple quand une méthode itérative est terminée et que
la solution approchée obtenue differe de la solution exacte. De facon
similaire, la discrétisation d'un probleme (aussi
appelée quantification dans les applications pratigues de calcul
numérique) induit une erreur de discrétisation (en) (erreur de
quantification dans les applications pratiques) car la solution du
probleme discret ne coincide pas exactement avec la solution du
probléme continu.

Une fois que l'erreur est générée, elle se
propagera généralement tout au long du calcul. Cela conduit a la notion
de stabilité numérique! : un algorithme est numériquement stable si une
erreur, une fois générée, ne croit pas trop durant le calcul (dans une
méthode de calcul itératif, une erreur trop grande peut dans certains
cas faire diverger l'algorithme qui ne parviendra pas a approcher la
solution). Cela n’est possible que si le probleme est bien conditionné, ce
qui signifie que la solution ne change que d'une faible quantité si les
données du probléme sont changées d'un montant faible. Ainsi, si un
probléme est mal conditionné, alors la moindre erreur dans les données
provoquera une erreur tres importante dans la solution trouvée.

Un des problémes les plus simples est I’évaluation
d’'une fonction a un point donné. Mais méme [|'évaluation
d’un polyndme approchant n’est pas aussi évidente qu’il y parait
la méthode de Horner est souvent plus efficace que la méthode
élémentaire basée sur les coefficients du polyndme développé et la
simple somme de ses termes. Généralement, il est important d’estimer
a l'avance et de controler les erreurs d’arrondis survenant lors de
I'utilisation d’opérations arithmétiques en virgule flottante.

L'interpolation tente de résoudre ou d’approcher la
solution au probléme suivant : étant donné la valeur connue d'une
certaine fonction en un certain nombre de points, quelle valeur prend
cette fonction en un autre point quelconque situé entre deux points
donnés ? Une méthode tres simple est d’utiliser I'interpolation linéaire,
qui suppose que la fonction inconnue évolue linéairement entre chaque
paire de points successifs connus. Cette méthode peut étre généralisée
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en interpolation polynomiale, qui est parfois plus précise (on peut en
chiffrer la précision si les dérivées de la fonction sont connues jusqu'a
I'ordre N pour une interpolation a N points) et nécessite de plus petites
tables de valeurs connues, mais elle souffre du phénomeéne de Runge.

D’autres méthodes d’interpolation utilisent des fonctions localisées telles
que les splines ou la compression par ondelettes.

L'extrapolation est tres similaire a
I'interpolation, sauf que cette fois on veut déterminer la valeur d’'une
fonction en un point situé hors de l'intervalle des points connus. Dans
certains cas (par exemple pour l'extrapolation de valeurs de fonctions
cycligues, logarithmiques ou exponentielles), il est possible de réduire
un probleme d’extrapolation dans un domaine de définition tres étendu
voire infini, a un probléeme d'interpolation dans le sous-espace fini
contenant les points connus.

La régression est une question voisine, prenant en compte
I'imprécision des données. Il s'agira trés souvent de mesures
expérimentales entachées d'inévitables erreurs. Etant donné certains
points, et la mesure de la valeur a ces points, on veut déterminer une
fonction s'ajustant le mieux possible a ces valeurs. On recherche cette
fonction dans une classe de fonctions simples, de fagon a minimiser
I'erreur effectuée. La méthode des moindres carrés est une facgon
courante de procéder.

Un autre probleme fondamental est le calcul des
solutions d'un un systéeéme d’ équations donnée. Deux cas sont
communément distingués, suivant que I’équation est linéaire ou non.

De nombreux efforts ont été consacrés au développement de méthodes
de résolution de systemes d’équations linéaires. Les méthodes
standards incluent I’élimination de Gauss-Jordan, et la décomposition
LU. Les méthodes itératives telles que la méthode de Gauss-Seidel et la
méthode de Jacobi sont généralement préférées sur les larges systemes
d’équations.

Les algorithmes de recherche de racines d’une
fonction sont utilisés pour résoudre les équations non linéaires (elles
sont nommeées ainsi car la racine d’une fonction est un argument pour
lequel la fonction retourne zéro). Si la fonction est différentiable et que
sa dérivée est connue, alors la méthode de Newton est un choix
populaire. La linéarisation est une autre technique pour la résolution
d’équations non linéaires.
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Dans les probleémes d’optimisation, on recherche un
point d'un ensemble en lequel une fonction définie sur cet ensemble est
minimale (ou maximale). Cet ensemble est souvent défini comme une
partie d'un espace vectoriel délimitée par des contraintes, c'est-a-dire
par des égalités, des inégalités, des appartenances, définies au moyen
d'autres fonctions.

L'intégration numérique, également connue
comme quadrature numérique, recherche la valeur
d’'une intégrale définie. Les méthodes populaires sont basées sur
les formules de Newton-Cotes (avec par exemple la méthode du point
médian ou la méthode des trapezes) ou utilisent les méthodes de
quadrature de Gauss. Cependant si la dimension du domaine
d'intégration devient large, ces méthodes deviennent aussi
prohibitivement onéreuses. Dans cette situation, on peut utiliser
une méthode de Monte-Carlo, une méthode de quasi-Monte-Carlo ou,
dans des dimensions modestement larges, la méthode des grille
incompléte (en).

L'analyse numérique traite également du calcul (de
facon approchée) des solutions d'équations différentielles, que ce
soit des équations différentielles ordinaires, ou des équations aux
dérivées partielles.

Les équations aux dérivées partielles sont résolues en
discrétisant d’abord I’équation, en I'amenant dans un sous-espace
de dimension finie. Ceci peut étre réalisé par une méthode des éléments
finis, une méthode des différences finies ou, particulierement dans
I'ingénierie, une méthode des volumes finis. La justification théorique
de ces méthodes implique souvent des théoremes de ['analyse
fonctionnelle. Ceci réduit le probléme a la résolution d’'une équation
algébrique.
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1.2 Bref apercu sur I'ordinogramme et le pseudocode.

Dans ce fascicule, nous utiliserons la notion d’algorithmes et nous chercherons a résoudre |
probléme de I’expression de ces algorithmes. En effet, un algorithme doit étre communiqueé :
- D’abord a I’agent (humain ou machine) qui sera appelé a 'exécuter ;
- Ensuite a toute personne désireuse de 1’apprendre, de I’étudier et, éventuellement, d™
apporter des modifications.
Pour que cette communication atteigne son but, il faut que le moyen d’expression soi
clairement précisé et défini. Pour ce faire nous utiliserons ['ordinogramme (o

organigramme) et le pseudo-code.

1- Ordinogramme

Un ordinogramme (voir figure ci-dessous) est un schéma symbolique conventionnel destiné .

mettre en évidence les différentes étapes d’un algorithme et les relations qui existent entrn

celles-ci. |

v

Pour construire un ordinogramme, nous utiliserons quatre symboles fondamentaux :

a) Les fleches

Les fleches haut, bas, gauche et droite mndiquent le sens du traitement.

10
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b) La « boite » de traitement
Elle sera représentée a I'aide d’un rectangle a une « entrée » et une « sortie » La nature du

traitement sera inscrite a ’intérieur de la boite.

entrée

1

Traitement

l

sortie

¢) La « boite » de décision
Lors d'un traitement, il peut arriver que I'on ait a choisir, a un moment donné, entre deux
voies possibles. Nous exprimerons ce choix a 'aide de la «décision » que nous
schématiserons par un losange a une « entrée » et deux « sorties ». Le contenu du losange est

une condition (ou une combinaison de conditions) logique ; c¢'est-a-dire qu'elle n’admet que

deux valeurs possibles : Vrai ou Faux, Oui ou Non, ....
entré

Vrai Faux

condition

sortie sortie

d) Le nceud de jonction

Un neeud de jonction nous servira a traduire la convergence de deux chemins en un point.

entrée enftrée entree entrée
> O + Ou encore » l:
l : sortie
sortie

11



e) Remarques
Les quatre symboles ci-dessus constifuent les symboles de base a partir desquels se
confectionnent les ordinogrammes. Il est cependant possible que I"on ait, dans certains cas, a

utiliser d’autres symboles auxiliaires.

l I
| . —
Traitement Decision Sens du Traitement Noeud de jonction
- - e - . . . Fin
Commentaire Traitement prédéfim Entrée/sort1 Début

2- Pseudo-code

Le psendo-code est un langage informel qui wise & exprimer un algorithme en restant
indépendant de I’agent (humain ou machine) qui sera appelé a I'exécuter. Par exemple, quand
nous ecrivons

Lire A
Nous ne faisons aucune hypothése sur la nature de 1'organe d’entrée (clavier de terminal,

lecteur de cartes, ...) ou sur la forme de la donnée a lire. Nous voulons tout simplement

exprimer une action :

Lire une donnée et attribuer la valeur lue a la variable A.

Une fois I'algorithme congu, il va étre nécessaire de traduire le pseudo-code dans un langage

« comprehensible » par la machine.

12



CHAPITRE 2. RESOLUTION DES EQUATIONS NON-
LINEAIRES DE TYPE f (x).

Introduction

Le numeéricien est souvent confronté a la résolution d’équations algébriques de la
forme :
f(x)=0 o))
et ce dans toutes sortes de contextes. Introduisons dés maintenant la termunologie qui nous

sera utile pour traiter ce probléme.
Définition

Une valeur de x solution de f(x) = 0 est appelée une racine ou un zéro de la fonction
f(x) et sera notée x;.

I- localisation de la racine de f(x) = 0

Soit f(x) une fonction continue dont on veut calculer les racines (voir Fig. 1).

Figure 1

13



Il faut d’abord :
- s’assurer que cette fonction a des racines
- 1soler ou localiser chaque racine dans un intervalle monotone.
Pour cela, on peut chercher les variations de f(x) = 0 par I'étude de sa dérivée ou de
maniére graphique.
Ainsi, st f(x) = 0 est continue entre [a ; b] et s1 N est le nombre de racines dans ce cet
mtervalle :
- s f(a) x f(b) <0 alors N est impair
- s1f(a)x f(b)> 0 alors N est pair ou égal a 0

NB : En général, on ignore les variation et la forme de f(x). Pour déceler les racines situées
dans I’intervalle [a ; b], on subdivise I'intervalle [a ; b] en plusieurs intervalles de longueur h,

petite devant les variations présumeées. On a donc :

Xg=a
x;=a+h
x2=a+2h

Xn =a+nh
- stf(x;) X f(x;4,) < 0 alors il existe au moins une racine dans I'intervalle
[xi; xi+1]
- 81 f(x;) % f(xi41) = 0 alors il existe un nombre pair ou nul de racines.

Cette méthode (corollaire du theoréme de Rolle) ne permet pas de déterminer les racines

doubles.

Remarque : cas particulier d’un polynéme
Soit P(x) = apx™ + @p_1x""* + - + a;x + ap un polynéme. Cette fonction a au plus n

racines réelles et on montre qu’elles sont toutes contenues dans I'intervalle [— R R] avec :

o _ max{lailicon)
a"."l

+1
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II- méthode de dichotomie ou de la bissection

1- principe de la méthode

La méthode de la bissection repose sur une idée toute simple, a savoir qu’en général, de
part et d’autre d’une solution de I’équation (1), la fonction f(x) change de signe et passe du
positif au négatif et vice-versa (voir Fig. 1). De toute évidence, ce n’est toujours pas le cas
puisque la fonction f(x) peut aussi étre tangente a I’axe des x.

Supposons que |'on ait localisé une et une seule racine x; dans |'intervalle [a ; b], ¢ est-a-
dire qu’il y ait effectivement un changement de signe autour de la racine (f(a) x f(b) < 0).
Posons que :

X; = Ez;bj milieu de [a ; b].

e S1 f(a)x f(x,) <0 ou f(x;)x f(b) >0, alors la solution x, se trouve dans
I'intervalle [a ; x;]. On remplace alors b par x,

e S1 f(a)* f(x,) >0 ou f(x;)x f(b) <0, alors la solution x. se frouve dans
I"intervalle [x, ; b]. On remplace alors a par x,.

On obtient donc un nouvel intervalle [a;b] différent du précédent intervalle. Ce nouvel

mtervalle sera utilisé pour rechercher la racine de I'équation en usant de la procédure

suscitée. Cela nous améne a I"algorithme suivant :

2- Pseundo-code

Algorithme dichotomie
a,b,c,x;, € des réels

faire (debut)

a+b

s 2
- sif(a)x f(x;) <0 alors
- bex

sinon a « x;
. o la—b|
- Jjusquaceque ——=<¢
fin (faire)

imprimer x,

fin
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3. Ordinogramme

I a, b, g xg, fx;) des réels |
:
/ lirea, b, g /

x, — (a+h)/2

4- Nombre d’itérations
On remarque aisément que la longueur de I'intervalle [a ; b] entourant la racine x; est

divisée par deux a chaque itération. Cette constatation permet de déterminer a I’avance le

h—a
lb—al sur la

nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une certaine erreur absolue Ax, =
racme. Soift L = b — a la longueur de I"intervalle de départ. Aprés une itération, le nouvel

: L N .
ntervalle est de longueur = et aprés n itérations, la longueur de I'intervalle est :

L |b-al
7

. - . L L -
La valeur de n nécessaires pour avoir -7 = Ax; est apres résolution :

In(b—a)—Ine
>
"= In2

16



5- Critéres d’arrét des calculs

P . . . \ - |t 41—x
e 1% cas: si I'incertitude recherchée est atteinte, ¢’est-a-dire Ax, = binss =l = E.

e 2™ cas : si pendant le calcul de x,, on rencontre f(x,) = 0, alors x; = x,,.

e 3" cas: 4 la suite d’accumulation de valeurs tronquées, il peut arriver que f(x,) X
f(xp41) > 0. On arréte alors les calculs et xg = x,,_; et Axg = Axy_;.
o  4"Fcas : si le nombre maximal d’itérations N, est atteint.

Remarques importantes
11 peut armiver des cas ou la méthode de dichotomie achoppe.

Jﬂ.l

l'lll
a i

L =]

f(x) est tangente  I’axe
des x au point x; tel que
f(x) =0.x5estun
extremum local.

f(x) admet deux racines ou un
nombre pair de racines dans
I'intervalle [a; b]. Dans ce cas, il
n'y a pas de changement de

signe.

Si [a; b] contient un nombre impair
de racines, f(x) change de signe mais
la méthode peut avorr des difficultés a
choisir pammu ces racines. On peut
facilement éviter ces problémes en

localisant la racine qui nous mtéresse.

Figure 3

IOI- méthode des points fixes ou des approximations successives

1- Définition du point fixe ou point invariant
Un point fixe d’une fonction g(x) est une valeur de x qui reste mvariante pour cette

fonction, ¢’est-a-dire toute solution de 1'équation x = g(x) est un point fixe de g(x).

2- Principe de la méthode
Supposons que 1’équation f(x) = 0 peut s"écrire sous la forme x = g(x) ou g(x) est une
nouvelle fonction continue. La solution x se trouve a 1'intersection de la bissectrice y = x et
de la courbe de g(x) (voir figure 4).
Supposons connue une valeur approchée x, = a de la racine. A x, = a correspond sur la
courbe de g(x) un point My. Si nous faisons x; = g(x,) a travers la bissectrice, x, est la
nouvelle valeur approchée de la racine. A x, correspond le point M; sur la courbe de g(x)

dont I"ordonnées est g(x;). Ainsi, si nous posons :
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xy = g(xo)
xz = g(x;)

Xns1 = (%)
On definit de la sorte une suite :
Xg=a
{xn+1 =g(x,) Yn>0
S1 cette suite (converge) a une limite x, cette linmte est telle que x, = g(x.). C est un point

fixe de g(x). Cette limite, s1 elle existe est la racine de f(x) = 0.

3- Organigramme

MNon

X Imprimer y /

L #a ]

Figure 5
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4- Convergence de la méthode
Soit xg qui est 4 la fois une racine de f(x) et un point fixe de g(x). On définit I’erreur a
I'étape n comme é&tant e, = x, — x.
On cherche & déterminer sous quelles conditions ["algorithme converge vers x;. Ce sera
bien siir le cas si I’erreur tend vers 0 si n devient grand.
Al'¢tapen+1,ona:
En+1 = Enp1 — Xs
Or xp+1 = g(xn) et x5 = g(xs)
D’oll ep41 = Xn41 — glxs) = glxs + en) — g(xs)
S1 nous faisons un développement de Taylor de la fonction g(x) autour de la racine x;, on a :

. g (x)x  g" (x5)x’
Ep41 = {Q’(Is) +4g (xs)xs + :; - + 37 — 4 _g(xs)

On conclut done que -

, g"(x)xs? g (xg)xs?
E'!'l+1 = g (xs)xs + 2[ + 3|

a) Condition de convergence

St g'(x;) # 0 et si on néglige les termes d’ordre supérieur ou égal 4 2 en e,,, on obtient :

€n+1 = €n g (X)

- (=50 r
Soit E: =g'(x,)

L’erreur ne pourra donc diminuer que si |g'(x;)| < 1.

|g'(xs5)] < 1 est une condition nécessaire de convergence de la méthode des pomts fixes.

b) Taux de convergence
Le taux de convergence d’une méthode des points fixes est donnée par |g'(x;)|. En effet,

plus |g'(x,)| est petit, plus I’erreur diminue vite et donc plus la convergence est rapide.
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¢) Ordre d’une méthode
Dans le cas du taux de convergence, le cas limite est g'(x;) = 0. Dans ce cas, on néglige tous

les termes d’ordre supérieur ou égal a 3 en e, dans le développement de Taylor. Amsi :

_en” g (xs)
Ense1 = T

NB : on dit qu'une méthode des points fixes converge a I'ordre p s1 |ep41| = C |eps1|P ou €
est une constante.

Remarque :
e Si|g'(xs)| <let |g'(x;)| # 0,la méthode converge 4 I'ordre 1. La convergence est

linéaire.
e Si|g'(x;)|=0et |g"(x;)| # 0, la méthode converge a I’ordre 2. La convergence
est quadratique.
e Si|g'(xs)|=0, |g"(x;)| =0et |g"(xs)| # 0, la méthode converge a I’ordre 3.
d) Bassin d’attraction
La convergence d'une méthode des points fixes est également assujettie au choix de la
valeur initiale x5. En effet, un mauvais choix de x; peut résulter en un algorithme divergent,
méme si la condition de convergence est respectée. Ainsi, le bassin d’attraction de la racine
x; est I’ensemble des valeurs initiales x; pour lesquelles x,, tend vers x; lorsque n tend vers
I"infini. C’est donc I'ensemble de tous les points xg pour lesquels la méthode converge vers
Xg-
€) Point attractif ou répulsif
e Un point fixe x; est dit attractif s1 |g'(x5)| < 1.
e Un point fixe x; est dit répulsifsi |g'(x;)| > 1.

e Lecasou|g'(xs)| = 1 est indétermingé.

5- Incertitude de la méthode
S1 la méthode converge, la différence entre les deux derniers termes consécutifs représente
I'incertitude et est de la forme :
|Xn+1 —xnl <€

Avec € fixée d'avance.
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IV-  meéthode de Newton
La methode de Newton est I'une des méthodes les plus utilisées pour la résolution des
équations non linéaires. Cette méthode posséde également une belle interprétation

geomeétrique. On peut cependant obtenir son algorithme en utilisant un développement de

Taylor.
1- Principe de la méthode

a) Algorithme par le developpement de Taylor
Soit une équation i résoudre de la forme f(x) = 0. A partir d’une valeur initiale x; qui est
une valeur approchée de la solution x; recherchée, on cherche une comrection dx telle que -

f(xg+6x)=0

En faisant un développement de Taylor autour de x = x;, on obtient
f" (%) (6x)% " (%) (6%)°
21 3! e

Négligeons, dans I'expression ci-dessus, les termes d’ordre supérieur ou égal 4 2. On obtient :

f(xn:] + f’(xu)é"x =0

fxg) + f'(xg)dx + =0

Soit

f(x0)

ox = _Jﬂ(xu)

La correction dx est en principe la quantité que 1’on doit ajouter 4 x; pour annuler la fonction
f(x). Puisque nous avons négligé les termes d’ordre supérieur ou égal 4 2 dans le
développement de Taylor, cette correction n’est pas parfaite et on pose :

1) = xp + dx

fixg)

Soit donc © xy = x5 — P
i}

Soit x; la nouvelle valeur approchée de la solution recherchée. 51 nous reprenons toute la

démonstration ci-dessus a partir de x, , on obtient donc de proche en proche :

_ . f(x)
1= % f'(xu)
_ f(x,)
2ERTEGD
f(x2)

2 =4 _Jﬂ(xz}
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xﬂ = a
D’o1 la relation de récurrence de Newton : { _flxa) ; ¥n

Y1 = X0 T

b) Algorithme par interprétation géométrique

On suppose que f(x) est définie, continue et dérivable dans le domaine considérée et
qu’elle y posséde une racine. Sur la figure ci-dessous, on a représenté la fonction f(x), la
valeur initiale x, qui est la valeur approchée de la racine et le point M, (x,, f(x,))
appartenant a Cy.

La droite tangente a C¢ en M, est de pente f'(x,) et a pour équation

y = f(x) + f(xp) (x = xo)

Cette droite coupe I'axe (ox) en y = 0, c’est-a-dire que pour x = x;, ¥ = 0 et on obtient

. [
' ° f'(xo)
On reprend ensuite le raisonnement a partir du nouveau pomnt M, (xl, f (xl)). De proche en

proche, on a:

_ fx)
f(xo0)
f(x1)

Xy =Xy — f;(xl)

x1=x0

D'on la relation de récwrrence de Newton :
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2- Organigramme

Xp — X

L 4

Non

/ imprimer x /
L A

_ | e

3- Analyse de la convergence

La méthode de Newton est un cas particulier de la méthode des points fixes ot :

glx) =x— ;&2 et g(x) = x
g =1- [F' (01 = FOf" (x)

F' ]2

Soit apres caleul

()
BTAGIE

Puisque x; est une racine de f(x), alors f(x;) = 0. Dot on tire que g'(x;) = 0 s1 on

g'(x)

suppose que f'(xs) # 0

On vient de montrer que la convergence de la méthode de Newton est au moins quadratique.

NB :
Dans le cas ou f'(x;) =0, le résultat précédent n’est plus vrai dans la mesure ou g'(x,)

pourra étre différent de 0.
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4- Remarques : choix de xy pour que la methode converge

Si f est définie dans 'intervalle [a; b] et vérifie -
. F@xf(b)<0
¢ ¥x € [a;b], f'(x) # 0 (stricte monotonie)
e ¥x € [a;b], f"(x)# 0 (concavité dans le méme sens)
Alors en choisissant xg € [a;b] tel que f(xp) x f"(xp) > 0, la méthode de Newton

converge vers la solution rechercheée.

V- méthode de la sécante ou de Lagrange

La méthode de Newton posséde de grands avantages, mais elle nécessite le calcul de la
dérivée de f(x). S1la fonction est complexe, cette dérivée peut étre difficile a évaluer et peut
résulter en une expression complexe. On contourne cette difficulté en remplagant le caleul de

la pente f'(x) de la droite tangente & la courbe.
1- Principe de la méthode (figure ci-dessous)

A partir de deux valeurs approchées x; et x; de la racine x, recherchée, on construit une suite
de valeurs x; qui converge vers X.. X;;, se déduit de x;_; et de x; par interpolation linéaire.
Graphiquement, si M; est le point de coordonnées (x;, f(x;)), Xx;,, est I'abscisse du point
d’intersection de I'axe (ox) et de la droite passant par les points M;(x;, f(x;)) et
M:‘—l{xf—nf(x:'—l))-

La droite M;M;_, a pour équation y = Ax + B avec :

Ax;+ B = f(x)
[A Xy +B=f(xiy)

Sotit donc que :
A= fx) = flxio1)
Xi = Xj—1
fx) = f(xi-1)

E=f(x:')_x:'

Xi — Xj—1
Comme a X = Xx;;,,0nay = 0 alors on obtient :

)= xi)
w1 N TG — )
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La généralisation de cette relation donne la relation de récwrence de la méthode des

sécantes

Xp: Xy

f(xnj(xn — Xn-1)

Xpi1 = Xp ¥n

T ) = f(Xn_y)

Remarque

Il faut fournir au départ deux valeurs initiales. C’est ce qu’on appelle un algorithme a
deux pas.

On choisit les valeurs mmitiales le plus prés possible de la racine recherchée. Il n’est
cependant pas nécessaire qu’il y ait un changement de signe dans [’intervalle [xg; x4]
comme dans le cas de la méthode de dichotomie.

L’algorithme se termine si |x,,,, — x,| = €.
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PROBLEME

Selon le théoréme d’Archimeéde, tout corps plongé dans un fluide recoit de la part de
celui-c1 une poussée verticale dirigée de bas en haut et égale au poids du volume de flmde
déplacé par le corps. Supposons qu'une sphére de rayon r, de masse volumique p, est
plongée dans un fluide de masse volumique g, et est en équilibre comme le montre la figure

ci-dessous.

Le volume de la sphére et sont poids sont respectivement :

vy = turd et B = mg = povg = Smper.
Le volume du liquide déplacé et son poids sont respectivement :
v, =m?*(3r—x) et P =mg = pvg= iﬁp[xz(?ﬂ' —x).
La sphére étant en équilibre, alors B, = P, soit donc :
gﬂp5r3 = %rrpixz(f:'lr —x).
Supposons que le fluide soit de 1’eau (p; = 1000 kg.m™?) et que la sphére soit un corps de
masse volumique (p; = 200 kg.m™*) de rayon unité (r = 1 m).
On veut connaitre la profondeur d’immersion x de la sphére. Pour cela, on résoudra
1"équation :
x*=3x*4+08=0

Quu est une equation non-lineaire dont on cherche la racine.
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Résolution du probléeme
Dans le cas du probléme posé en début de chapitre, I'équation admet au plus n =3 racines reelles

contenues dans {intervalle [— R; R] = [—4:4] avec R = Fél

S tl=4 En faisant une fabulation par pas de 1

(voir tablean) on note que :

fFO=1)x f(0) <0, fO)xf(1)<0etf(2)xf(3)<0.

x - -3 -2 -1 o 1 3 3 4
Jix)

-111.2 -33.2 -18.2 -3.2 0.8 -1.2 -3.2 0.8 10.8

Puisque x>0, alors la  profondewr d'immersion  pewt  se  trouver dans les  intervalles x €
[0m; 1m] et [2m; 3m]. Ce qui signifierait gue lors de oscillation de la balle, la premiére profondeur gu'elle
atteindrait se situerait dans 'imtervalle [2m;3m]. A la fin de Doscillation, lorsqu'elle est en équilibre, la
profondeur se situerait dans U'intervalle [0m; 1m). cherchons par exemple x € [2m; 3m].

Méthade de dichotomie :

Si on pose que £ = 1072 alors la solution est x = 2.905 m aprés 10 itérations (voir fableau).

it 0 1 2 3 4 3 '] 7 8 @ 10
i} 2.000 2.300 2.750 2.875 2875 21875 2.891 2.803 2.002 2.004 2.004
b 3.000 3.000 F.000 3.000 2.838 2006 2000 2006 2.80d 2000 2.005
[ 2.500 2750 2875 2038 2.800 2801 2.808 2802 2.004 2.0035 2.005
fia) -3.200 -2.325 -1.001 -0.233 -0.233 -0.233 -0.114 -0.053 -0.023 -0.007 -0.007
flcy -1.325 -1.0e1 -0.233 0.201 0.008 -0.114 -0.053 -0.023 -0.087 0.000 -0.003
A (b=—a)
2 S.E-01 FE-01 1.EO1 G.E-02 3E-02 2E-02 5.E-03 4.E-03 2E-03 1E-03 J.E-04

Méthede du point fixe :

Posons que x = g(x) avec g(x) = (3x* - 0.8)% On monmre aisément que x = g(x) est equivalent a f(x) = 0.
On représente graphiguement y = x ef g(x) (voir graphigue 2).
x € [2m; 3m] g'(x) = 1 6x (3x% = 0.8)°F
g'(2)=079<1 et g'(3)=068<1
Dot pour x € [2m; 3m], |g'(x)| < 1 la méthode est done convergente.

5i on pose que £ = 1072, x, = 2 alors la solution est x = 2.887 m aprés 11 itérations (voir tablean).

n 0 1 2 3 4 3 1] 7 3 g 10 11

Xp 2.000 2237 2423 2501 2.003 2.738 2787 2823 2.540 2 800 2878 2.887

Ax = |xp,, — x| \\& JE-Q | 2E-0I 1.E-0] 1E-01 TE-0) | JEQ2 | 4E02 | FEQ | 2E-02 | LE-02 | GE-03

Méthode de Newton

I _f{xn} ., _x"3-3xnz+[}.8
mH T F{xn} " gxnz_'ﬁxn

Si on pose que £ = 1072, x, = 2.1 alors la solution est x = 2.905 m aprés 7 itérations (voir tableau).



Si on pose que £ = 1072, x, = 2.1 alors la solution est x = 2.905 m aprés 7 itérations (voir tableau).

n [/ 1 2 k] 4

Ly
=

Xy 2100 7130 J.2oe 3008 jlog 2054 2009 2.005

|
Ax = |¥pey — Xl \\\\ SE=00 | 2E+p0 | 1E+op | 7E01 | 3E01 | 7E02 | 4F03

Exercices sur la résolution des équations de type f(x) =0

Exercice 1
On donne une fonction f définie sur [a; f]. On subdivise [a; §] en plusieurs petits intervalles

de longueur p et on suppose que la racine v de cette fonction appartient & 1'un de ces petits

intervalles. Donner 1’ordinogramme qui permet de localiser pas a pas la racine v.

Indications - se référer au cours

Exercice 2
On considére la fonction f(x) = e* + 3+/x — 2 sur 'intervalle [0; 1].
1- Montrer qu’il existe une racine a pour la fonction f dans [0; 1] et qu’elle est unique.
2- On veut calculer a par une méthode des approximations successives convenablement
choisie. En particulier, on se donne deux méthodes x = g;(x) ou les fonctions g, et
g sont définies comme suit :
9:(x) = In(2 - 3¥x)
2—-¢™"
000 = 2=
Laquelle de ces deux méthodes utiliseriez-vous pour calculer numériquement la racine de la
fonction f ? Justifier votre réponse.
3- Représenter la marche de la méthode choisie pour x, = 0.
4- En ufilisant la methode de dichotomue sur [0;1], estimer le nombre d’itérations
nécessaires pour calculer la racine & de la fonction f avec une tolérance de 1072
Calculer la racine a par cette méthode 4 1073 prés.
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Indications :
1I-f(0)==1;f(1) = e + 1 = 0 et la fonction f est continue et strictement croissante sur [0; 1]. Done il existe
une racine a € [0; 1] de fet elle est uniguie.
2-gy(@)=I(2=-3ya)=In(e®) =acare* +3/x=2=0 & e*=2-=3x
(z—a)?® _ (34

2
gz(a):T:Ta:amre"+3ﬁ—2=[] = 3Wr=2-g*

D 'own a est un point five pour chacune des detce méthodes
Considérons maintenant la foncfion g, définie dans Uintervalle [[l; EJ fensemble de définition). |g'y(x)| =

|f ,Wth
Ay x—6X 9

Wx € |0; 4;] Ag'1(x)] = 1. La condition de convergence n'étant pas respectée, cette méthode ne converge pas
fon peut aussi calculer g''y et procéder a un tableau de variation).

Considérons maintenant la fonction g, sur [0; 1] qui contient la racine. |g'5(x)| =

D <1 et 1900 =[5 =2<1

wx € [0;1], |g's(x)] = 1. La méthode est convergente. Elle sera donc chaisie.

3-1bmal £ 108 5 g  Loglb=altBlosi0 _ 44 ysrations

ZeT(pX=1) L r
%| Soit - |g'5(1)] =

2n = log2
Exercice 3
- £ . 3 .
On veut calculer les racines de I'équation f(x) = ;— sin(x) + E - ‘;—_ = 0 dans I"intervalle

50}

1- Tracer le graphe de la fonction f. Combien de racines possede la fonction ? faire la
tabulation de la fonction en utilisant un pas de E.
2- On pose que la fonction posséde deux racmes a, et a,.
a) Peut-on appliquer la méthode de dichotomie pour calculer ces racines ? pourquoi ?
b) Dans le cas ou c’est possible, estimer le nombre minimale d’itérations pour
calculer la (les) racine (s) avec une folérance de 107'° aprés avoir choisi un
mfervalle convenable.
3- Ecrire la méthode de Newton pour la fonction f.

. 2m 5w - - s .
Cette fois-c1, on pose que a, € [? ; ?]_ Choisir x;, de mamére que la méthode converge
vers a,. Trouver I'ordre de convergence de la méthode pour les deux racines.
4- On considére maintenant la méthode des approximations successives x4, = g(x,)

avec
X m 3
g(xn) = sin(xy,) + ?n— (E_9

On veut caleuler la racine a > 0.
a) Deémontrer que g(a) = a — f(a) =0

2 R :
b) En observant que a € [?H, rr]j établir s1 cette méthode est convergente.

Indications :

1- D 'aprés le graphe, la fonction posséde 2 racines comprises dans les intervalles a; = [— E; Dl ety = [THJ Hl

T T T 14 T T 2w S
x —2 3 6 0 6 3 2 3 6 LS
x 137 | -10y | -032 0.00 032 1.05 1.57 2.00 262 | 314
fx) | -013 | oo0 | -000 | -034 | -058 | -0.65 | -0.56 | -016 | 047 | 1.23
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2- On peut appliguer la méthode de dichotomie pour trouver a: car on remargue que f (— B * f(0) < 0.
Dans le cas de a,, cela n'est pas possible c'ﬂrf{zTn) ® f(m) =0
Le nombre d 'itérations pour calculer o, est :

|b = al <10Fsn> log|b = al + flog10

2n log?2
3- La méthode de Newton s 'écrit :

= 32 itérations

I cineste B
Xn+1 = glxn) avec g(x) = x —%= x= ’5;%
Pour que la méthode de Newton converge vers a,, il faut que f{xg) x f''(xp) = 0. Utilisons donc 'intervalle
tty = z?:sz_: avec © ['(x) = sinx
2 (2 V3 Sm (5T 1
f(?)xf (?)=—U,15X?{U et I(F)Xf (?)=U,4?XE:JU

5K
Cn a donc xp = o

4-a = f(a) = 2+ sin(@) - (2= 2) = g(a)
On sait que g'(e) =1 — f'(a) = %+ cos(a)

2 1 , -
?n ca<walors =0 < s+ cos(a) = =05 = |g'(e)l < 1 la méthode converge vers «.

Exercice 4

Une particule se déplace sur un plan mnchiné qu fait un angle & par rapport 4 "horizontale
(vorr figure ci-dessous). On note que # croit 4 un taux constant w tel que :

A la fin du mouvement a t secondes, la position de la particule est donnée par :
g @t _ g—wt .
x(t) = P ( 5 - smmt)
Supposons que la particule s'est déplacée de 0.53m en 1s. Trouver par la methode de
dichotomie, avec une tolérance de 1075, le taux w pour lequel 8 change si I'intervalle de
départ est [wy = 0.1; w, = 1]. on prendra g = 10 m/s2.

x(t)

a(t)

Indications : on trouve w = 0,31706 rad au bout de 16 itérations

Exercice 5
Un mobile décrit un mouvement rectiligne uniformément varié d'équation: x(t) = %antz +
vt + Xy

On pose: xg = —c (¢ > 0); vo = 0ms™Y; qp = 2ms~ %, x(t) = f(¢t)

On veut évaluer le temps t (t > 0) nécessaire au mobile pour passer par le pomnt origine.
Pour cela, on résoudra 1'équation: f(t) = t? —c = 0.

Application numeérigue: aux questions 2, 3 et 4, on prendra c = 5.
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1) Localisation de la racine
a) combien de racines posséde f(t) et dans quel intervalles sont-elles contenues?

b) montrer qu'il existe une solution unique tg € [0; 4col.
c) en déduire les valeurs de ¢ pour lesquelles t, € [0; c].

2) Méthode de dichotomie
On considére mamtenant que l'intervalle de départ est [0;c]. On utilise la méthode de

dichotomie pour résoudre l'équation f(t) = 0.
a) donner les 7 premuéres valeurs, avec 5 chiffres sigmificatifs, de t; en remplissant le

tableau ci-dessous.

Indice i 0 1 2 3 4 5 6

Borne inférieure a;

Borne supérieure b;

L

b) déterminer le nombre d'itérations nécessaires pour avoir une erreur £ < 107 avec
f# € N* dans les cas survants: f = 3 et f = 5.

3) Méthode des approximations successives

Pour évaluer le temps t (t > 0) nécessare au mobile pour passer par le pomnt origine, on
to

propose la méthode suivante: A, ¢ Iy (3¢ — t2) avec g(t) = % (3c —t2).

2c n

n+l
a) montrer que 0 est un point fixe de f(t).
b) pour quelles valeurs de t, la méthode A, est-elle convergente?
c) représenter géométriquement la marche de la méthode pour t, = 2s.
d) donner les 6 premiéres valeurs avec 5 chuffres significatifs, de t; en remplissant le
tableau ci-dessous. En déduire la racine et la précision obtenue.

Indice i 0 1 2 3 4 ]
t;
4) Meéthode de Newton

a) déterminer la relation de récurrence entre t,,, et t, a partir de la méthode de
Newton.

b) On pose g(t,) = tny, Montrer que g'(f) = %;;](:)

c) quel est l'ordre de convergence de cette méthode?

d) montrer que pour t, = f% la méthode de Newton converge vers la racine. Calculer

les 5 premiers termes de la suite (t,)p-q4avec 5 chiffres significatifs. Quelle est la précision

obtenue?
) comparer avec la valeur exacte de ¢ = 2.23607.

Indications .

Localisation de la racine

Cette fonction a au plus 2 racines réelles.

f est monotone ¥x = 0 et f(t) € [—c; +ool Do il existe une solution unique t, € [0; +oa[.
Sit,e[0;clalors fF(O) % f(e)< 0 =c>1
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Méthode de dichofomie

f =3 =n=13itérations; f =5=n=19 itérations
Méthode des approximations successives

9(0) =5 (3c=0) =0

g'(t) = i{c = t2), la méthode est convergente si |g'(t)] <1 =
Laracine est t, = 2,23607 et A= 0
Meéthode de Newton

f(t)

Lner =ty _m

La méthode converge vers la racine 5i |g'(t;)| <1 = g ( J';E) = g b

t, = 2,23607 s

5
E S
3 3

3 1
2=2<1
B 2
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Chapitre 3 : Interpolation et approximation

Probléme :

Soit un tableau donnant la répartition statistique des dges des membres d'une association des
¢léves, étudiants et cadres d'un village. Supposons que I’on ait ordonné ces personnes par

ordre croissant de leur ge. Trouver par interpolation ’dge de la 72" personne.

Tranche d’dge Effectif Effectif croissant cumulé
[0; 10[ 14 14
[10; 20[ 32 46
[20; 30[ 55 101
[30; 40[ 45 146
[40; 50[ 16 162
[50; 60[ 14 176
[60; 70[ 20 196
[70; 80[ 4 200

Total 200
Introduction

Il arrive souvent que la fonction f(x) que I'on doit traiter soit définie d'une fagon qui rende
sa manipulation ais¢e, ou encore ce qui est le plus fréquent, qu’elle soit définie pour un
certain nombre de valeurs discretes de la varable. Il est dans ce cas nécessaiwre de remplacer
la fonction f(x) a traiter par une fonction approchée g(x) plus simple ou encore par un
ensemble de fonctions puis de traiter non plus f(x) mais g(x). Dans ce chapitre, on imposera
a g(x) de coincider avec f(x) pour un certain nombre de valeurs de x tel que g(x;) = f(x;).
On parlera donc de polynéme de collocation. Notons que le degré de g(x) seraégalan—1

ol n est le nombre de valeurs ou f(x) est definie.

I- Interpolation linéaire

Etant donnée une fonction numérnique f(x) définie en deux pomnts a et b du segment [a; b]
(voir figure ci-dessous), on peut approcher f(x) par le polynéme g(x) de degré 1 (c¢’est donc
un mondme 1) qui coincide avee f(x) enaeth.

Le polynoéme g(x) est tel que g(x) = Ax + B avec :

g(a) = f(a) et g(b) = £(b)



Le polyndéme g(x) sera donc -

_ fla)=f(b) af (b) — bf(a)
I ===t s
Ou encore :
—_ f] _
NERVIST =Ly =
TR S

NB : on montre que 'erreur est de la forme :

£ - geol = L=

O M"" est un majorant de |f"(x)|, avec M" = sup|f"(x)|. f"'(x) est calculée en utilisant les

M"

methodes décrites dans le chapitre survant.

II- Interpolation quadratique

Entres trois points distinets Mg(aq, f(ag)), Mi(ay, f(ay)), Mz(az, f(az)) d’une fonction
f(x), 1l passe un polynéme unique g(x) coincidant avec f(x) (voir figure ci-dessous). g(x)
est de degré 2 et est de la forme :

g(x) = o + €1x + cax?

Avec : g(ag) = f(ap). g(a,) = f(a,) et g(a,) = f(a,)
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fla,)

G

On obtient donc le systéme de 3 équations a 3 inconnues ci-dessous qu’on peut résoudre par
les méthodes déja connues.
Co + €180 + C2a5 = f(ag)

o+ €1a; + c2a? = f(ay)
Cg +cia; + Czﬂ% = f(ay)

Exemple : interpolons la fonction f(x) = sinx entre les points 0, ,E.
g(0)=f(0)=0
g(m) = f(m) =0
T T
9(z)=r(3)=1
On obtient :
co=f(0)=0 Cﬂ:z
T m? € =—
tpgt+ci=t+c—=1 = T
2 4 4
co+ o+ com? =0 Cz——n_z
Soit donc :

4
960 = —x( =)
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III- Interpolation de Lagrange

L’interpolation de Lagrange est une fagon simple et systématique de construire un polynome
de collocation. Etant donné n + 1 points M; (xi, f (x,-)) (pouri =0,1,2,-+,n), on suppose un
instant que l'on sait construire n+ 1 polynomes L;(x) de degré n et satisfaisant les
conditions suvantes :

L,-(x;J:l] Vik+#i

Cela signifie que le polyndéme L;(x) de degré n prend la valeur 1 en x; et s’annule en tous les

autres points de collocation. Dans ce cas, ona :

9 =) fEI L@

i=0
1- Recherche des L;(x)
a) Cas d’un polynome de degré 1

Il s’agit de déterminer le polyndme de degré 1 dont la courbe (qui est une droite !!!) passe par
les deux points My(x,, f(%p)), M; (x4, f(x,)). On doit donc construire 2 polynémes Ly(x) et
Ly (x) de degré 1 qui vérifient :

Lo(xg) = 1; Ly(x) =0

Lo(x,) =0; Li(x;) =1
Le polynéme Lgy(x) doit s’annuler en x = x;. On pense immédiatement au polyndme
(x = x;) qui s’annule en x = x; mais qui vaut (xy — x;) en x = x,. Pour s’assurer d’une

valeur 1 en x = xy, il suffit de faire la division appropriée afin d’obtenir :

X=X
Lo(x) =
Xo— Xy
Un raisonnement similaire pour L; (x) donne :
xX = xD
Li(x) =
X1 = Xp

Ainsi, le polynéme de Lagrange de degré 1 est done :
g(x) = fxg)Lo(x) + f(x1) L (x)

X —x; X=X,
—-f () + - f(x0)

g(x) = -

X X

b) Cas d’un polynime de degré 2
S1 on cherche 1le polynéome de degré 2 passant par ftrois points
My (x0, F(x0)), My(xy, F(x1)), Ma(x2, f(x2)), on doit construire trois fonctions L;(x).
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La fonction Ly(x) s’annule cette fois en x = x; et x = x;. On pense alors au polyndme
(x = x1) (x = x3) qui vaut (xg —x;) (xp — x2) en x = x,. Pour satisfaire 4 la condition
Lo(xg) = 1, 1l suffit de diviser le coefficient par cette valeur et de poser :

(x = x)(x —x3)

Lo(x) = (xg = x1) (g = x3)
De la méme maniére, on a :
_ (x — x)(x — x2)
Li(x) = (xy — xp) (g — x3)
L = =)

(23 = xg) (x5 = xy)

Ainsi, le polyndme de Lagrange de degre 1 est donc :
g(x) = flxo)Lo(x) + fx1)La(x) + f(x2)La(x)

c) Cas d’un polynime de degré n

On analyse le cas général de la méme fagon. L expression générale pour la fonction L;(x) est

donc :

(x —xg) - (x = x-1)(x = x341) - (x — x)
(g =) = (= 2 ) = xpp0) = (2 — %)

L) = H(f —)

k=i

Li(x) =

On peut aussi Iécrire :

2- Polynome de Lagrange

Le polynome de Lagrange sera donc de 1a forme :

mn

g(x) = Zf(xf}h(x}

1=0

Ou encore :

9 =Z f) H(: —)

k=i
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3- Erreur de calcul

On cherche un majorant |f(x) — g(x)| pour x € [a, b]. De maniére générale, on montre que :

N Gl e

) =9 <

Ot M™+1) est un majorant de f ™1 sur [a, b].

f‘““’(c)
— ﬂ( - x))

L’erreur peut encore s’écrire :

£(x)

Ol f*D(c) = sup| ™+ (xy)|

4- Exemple

Calculons par interpolation de Lagrange, la fonction f(x) = sinx entre les pomts 0, ,g.

Les polynémes L;(x) sont telles que :

_x-m(x-3)
IO
m
Ll(x)=(x ﬂ)(x g)
(r~0) (7 -7)
(x —0)(x —m)

BECEDIED

Soit done -

900 = F(O)Lo(x) + f@L () + f () L)

g(x) = 0% Ly(x) + 0 x Ly (x) + 1 % L,(x)
4

g ==’ -m) = gh)=—=x(@-x)
Représentation graphique
ix pour xe [ﬂ, g]

Interpolation linéaire : g(x) =4 °, -
——x +2 pourxe [E‘ ?’1’]

Interpolation quadratique et de Lagrange - g(x) = j:—zx (m—x)
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Exercices sur I'Interpolation et approximation

Exercice 1 :
La température initiale d'un objet est de 0°C, puis de 5°C aprés une minute et 3°C aprés deux
minutes. On utilisera les températures absolues (en Kelvin). On note que T(x) = ts¢) + 273.
1- Quelle est sa température a 30 secondes s1 on procéde a une approximation linéaire
du temps?
2- Déterminer par mterpolation quadratique, la température a 30 secondes.
3- ume quatriéme mesure donne une température de 0°C aprés 3 minutes. Déterminer le
polyndéme d'nterpolation de Lagrange sur les quatre mesures. Calculer 1a température
a 30 secondes.
NB : dans tout 'exercice, on exprimera le temps en minutes.

Indications :
I T=5t+4273; pourt =305 =05min =T = 275,5K
22T ==35c2+ 85t + 273 pour t = 30s = 0,5min = T = 276,375K

_ (r=1)(e=2){e-3) _ . (e=0){e=2)(t=3) _ . (r=0)(e=1){£-3) . (e=0){e=1)(t=2) _ .
T= (o-1){0-2)D-3) X273+ (1-0)(1-2)1-3) X278+ (z-0)2z-1Mz2-3) X276+ (3-0)z-1M3-2) x2f
pour t = 305 = 0,5min =T = 276,75K

Exercice 2 :
On veut calculer In(529,62). Dans une table de logarithme népérien, on trouve :

x 529 530
In(x) | 6270988 | 6272877

1- déterminer une valeur approximative de [n(529,62) par la méthode de Lagrange.
2- Déterminer ’erreur £(529,62).
3- Comparer la valeur approchée de In(529,62) avec celle calculée par une machine.

Indications -
I (x=530) 6270088 +-F 7529 . 6979877 = In(529,62) = 62721592
=—_— _— = =
n(*) = G953y < @ (530 —529) n(529,62) =6,
rr c
£(529,62) = |(529,62 — 529)(529,62 — 531::)JIF 2{, N _ 410
avec £'(c) = sup|f" ()] = sup |- 5| = =

La valeur calculée par la machine est - In(529,62) = 6,2721598



Exercice 3

Le tablean de valeurs expérimentales a été obtenu en mesurant la vitesse en km/h d’un
véhicule toutes les 5 secondes.

t(s) V (km/h)
0 55
5 60
10 58
15 54

1/ interpolation linéaire et quadratique
a) représenter graphiquement la vitesse en fonction du temps.

b) quelle est la vitesse du véhicule a t = 2,55 si 'on procéde a4 une approximation
linéaire du temps entre 0 et 5 secondes ?

c) trouver par interpolation quadratique a partir des temps t = 0;5; 10 s, la vitesse du
véhicule lorsque t = 2,5 5.

2/interpolation de Lagrange
Le polynome d’interpolation de Lagrange est le polynome de degré n passant par lesn + 1
ponts (xu, Vo) (X, ¥ ) (X Vi), =+, (X, ¥y ). La formule générale est :

k()
Pa() = Z A
Avee L(0) = (x = 1) (x = 1)+ (X = Xy ) (X = Tyea) (X = )
a) montrer que P(x;) = y;

b) donner I"ordinogramme de la méthode de Lagrange

c) déterminer le polyndme de Lagrange a partir de tous les points du tableau. En déduire
lavitesseat = 2,55.

d) placerla vitesse a t = 2,5 s sur la courbe v = f(t) pour les 3 méthodes

e) conclure sur les 3 méthodes.

Indicanens :
1Y imterpalanion lineaire et gquadratigue

v =028t + 153 ; d'ou pour t = 2,55 alors v = 16 mfs ou 57,6 km/fh

v = —0,04t* + 0,48t + 153 ; d'oit pour t = 2,55 alors v = 16,25 mfs ou 58,5 km/h.

2 imterpolarion de Lagrange
L I:xj}

Polzi) =0 %y + 0%y, +-- +7 }x}.'I+ rh =y
I
i

pour t = 2,55 alors v = 16,34 mfs ou 5882 kmj/h
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Chapitre 4 : Méthode des moindres carres

Probléme :

Soit un tableau donnant les mesures de la caractéristique intensité-tension d’un dipéle
linearre. Trouver par la methode des moindres carrés, la valeur de la résistance. On montrera
par le calcul que la caractéristique est de la forme U = a l + b ou b est une valeur que I'on

négligera.

I(A) 0 (0005|001 0012 (0017 | 0.02 | 0.024 | 0.028 | 0.03
U@ 0 0.5 1 1.3 16 2 23 28 3

1- Principe de la méthode

Le probléme intervient au cours de |'interprétation des résultats expérimentaux.
Considérons le probléme posé. On pourrait songer a représenter U(I) = f(x) par une ligne
passant par tous les points expérimentaux. De toute évidence, cela n’a pas de sens du point de
vue physique, et on devra au contraire représenter f(x) par une courbe passant par tous les

points expérimentaux, ou alors ne passant par aucun d’eux.

Une prenuere méthode consiste a fracer a « I'ceil » la fonction g(x) censee representer le

mieux possible la fonction f(x) décrite par les points expérimentaux.

Evidemment, il est préférable d’avoir une méthode plus stire. Pour cela :

On choisit une forme de fonction g(x) censée représenter f(x). g(x) est choisit, soit
parce qu’elle correspond a la forme qu’on attend pour les résultats, soit d’aprés la
configuration des résultats. Ansi, g(x) peut-étre :

- Une lo1 linéawre g(x) =ax + b
- Une loi exponentielle g(x) = ae?

- Une loi polynémiale g(x) = a,x™ + a,_,x" ' + -

On détermine les différents paramétres de la loi g(x) de telle sorte que g(x) passe le
plus prés possible des points expérimentaux ; ¢’est-a-dire s1 la quantité § est mimmum

avec -

5= i[}’x - g(x)]?
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En d’autres termes, si :

05 _,. 05 _ 95 _ . 05 .
da, ' day,  Bay ' B

On obtient un systeme de n + 1 equations a n + 1 mconnues.
2- Loi linéaire ou droite des moindres carrés
C’est le cas o on choisit pour g(x) un polynéme de degré 1 représenté par une droite (voir

figure ci-dessous) de la forme :

gx)=ax+b=agx+a,

La quantité S étant minimale, on :

n
as d Z
— — ' A A g
aao O = aao l [yl axj b] ; 0

i=1
n

> (-2l - ax; b} = 0

i=1

n n n
—22x,~y,~—2a2x?+2b2xi=0 (1)
i=1 1 i=1

De la méme maniére :

n
as 2 3 ,
E—ﬂ -3 ﬁ{f_l[}’f—ax;—b]]—[l
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Z{ 2[y; - ax; = bJ} = 0

—22y,+2az :+2nb =10

On a donc un systéme de 2 équations a 2 inconnues.

r n n n

czzgz:xf-+l7:E:AQ:= :E:zqyi
i=1 i=1 i=1
n n

az Xi+nb = Zyi
i=1 i=1

Apres résolution, les coefficients a et b de g(x) = ax + b sont tels

n(E,-lx. y) = Qi x) Cay)
n(Th,x?) — (B, x)?

(2 lx)(Zl—lxlyl) (Zz-lxl) (Z =1
e X)2 —n@EL, x})

b=

3- Loi exponentielle
Si g(x) = ae®* on peut se ramener au cas linéaire en posant :
In(g(x)) = Ina + bx
Au lieu de prendre comme points expérimentaux (x;, y;) on prendra plutét (x;, In(y;))
La résolution se rameéne a celle de la droite des moindres carrés en posant :
A=In(a),B = b, et h(x) = In(g(x))
D’ou h(x) = A + Bx

Exercices sur la Méthode des moindres carres

Exercice 1 : étude de la balance de Cotton
Au cours d'une expénence sur la balance de Cotton, une étudiante est amenée a fawe varier le

courant [, dans 1'électro-aimant, le courant dans la balance étant fixée a I, = 4,75 A. Pour

chaque valeur de [, elle equilibre la balance en plagant des masses sur le plateau. Les
résultats de cette expérience sont consignes dans le tableaun ci-dessous:
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I, M(g) B(T)
0,6 5 0,49
0,8 7 0,69
1 5 0,79
1,2 10 0,98
1,4 12 1,18
1,6 14 1,38

a) Marquer sur un graphique les points expérimentaux B = f(/,).

b) Détermuner par la méthode des moindres carrés, la lo1 linéaire B = f(/,). et représenter

cette courbe sur le g;mphique précédent.

¢) On démontre que B = m et on pose que dy = dy = 15cm; L = 2,1cm; g = 9,8 ms™?

Sachant que I,, = 0,54 et I,, = 2A, détermmer les masses (M;);=, » nécessaires a l'équilibre
de la balance.

Indications

b) la loi linéaire B = f(1,) = 0,87 1, = 0,04

¢/ B=9825 M. pour [, =054 alors E=04TetM =4]1g
pour I, =24 alors B=17T et M =17 g

Exercice 2 : méthode des moindres carrés
Les données suivantes concernent la population des Etats-Unis en millions d’habitants.

1940
131,669

1950
150,697

1960
179,323

1970
203212

Annee
Population (M)

1920
105,711

1930
123,203

Trouver 1’équation de la droite des moindres carrés correspondant a ces valeurs et estimer la
population aux années 1910, 1965 et 2000.

NB - on exprimera les résultats 2 107 prés. On suppose que I’unité qui exprime le nombre
d’habitants est M avec 1 M = 10° = 1 million.

On montre que pour une droite des moindres carrés de la forme y = ax + b, les coefficients

aet b sont :
_ Q@ xy) = Bk x) Eka yi)
n(TL, x7) — (T, x:)?
p = Tl WDEL 53 = Oty xF) Gy )
L, x)? —n(XL, xf
Indications :

La droite des moindres carrés est population(M) = 1.928 année — 3601.508
Pour l'année 1910 population(M) = 1.928 x 1910 — 3601508 = 80.972

Pour l'année 1965 population(M) = 1.928 x 1965 — 3601.508 = 187.012

Pour | 'année 2000 population(M) = 1.928 x 2000 — 3601.508 = 254.492
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Chapitre 5 : Dérivation numérique

Probléme

Lors de la décharge d’un condensateur de capacité € = 107> F dans un dipéle non linéaire,

on a relevé les tensions smivantes aux bornes du condensateur (voir tableau) :

t (ms) 0 ] 2 3 4 5 6 7 g
U 4.0 35 3.0 2.0 1.1 0.7 0.5 04 03
On note que |’intensité qui a parcouru le circuit est de la forme i = —=C %

Déterminer I'intensité du courant pour chaque valeur du temps t;. En déduire la valeur

maximale de I'intensité du courant qui a circulé dans le circuit.

Introduction

Le calcul numérique de la dérivée point par pomt intervient :
- Pour une fonction dont la dérivée a une fonction analytique complexe.
- Pour une fonction que I’on connait seulement en certains points (voir probléme ci-
dessus)
A partir des valeurs de f(x) en différents points, on calculera donc une approximation de la
dértvée premuére et des autres dénvées successives.
Par exemple, si I'on connait la position d’une particule a intervalles de temps réguliers, on

peut obtenir sa vitesse et son accélération par le caleul des dérivées.
I- Cas d’une fonction définie en des points réguliérement espacés

1- Meéthode des différences centrées

On suppose qu’on connait f(x) en des points réguliérement espacés, c’est-a-dire que
0 r -
Xi+1 = X; + h. avec h le pas ou I'intervalle entre deux valeurs consécutives.
Pour calculer les dérivées successives f™ (x), on utilise les points situés de part et d’autre de

Xi.
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LR % L)

a) Dérivée premiére f'(x)
On sait que - f(x;11) = f(x; + h)
Carx;p1=x;+hetx;_;=x;—h

En utilisant un développement limité de Taylor autourde h = (0, ona :
h? h?
f@ian) = fGu+ ) = FO) + A () + o £/ Ce) + g f7 )+ (1)

h? h?
fxi—1) = f(xi —h) = f(x;) — hf'(x;) +gf”(xf) - gf’”(xf) + --- (2)
Faisons la soustraction des deux termes. On obtient :

' f(x!+h‘)_f(xl_h) h2 e
fex) = — )

2
En posant 8(h?) = % f'""(x;) et en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal 4 h?, une

approximation de la dérivée premiére est :

() = flxi+h) = flxi = h) _f(xi+1)_f(xi—1)
= 2h - 2h

On note que la tangente en M; (voir figure ci-dessus) est remplacée par la droite M;_ M, ;.
Plus h est petit, ¢’est-a-dire x;_; plus proche de x;;,, plus le résultat est proche de la valeur
exacte de f'(x).
b) Dérivée seconde f" (x)
Faisons une addition des équations (1) et (2). On obtient

flxi+h) + f(x; = h) = 2f (x;) + R*f" (x;) + O(h*)
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En négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal 4 h* une approximation de la dérivée

seconde est -

fli+h)+ flx; —h) —2f(x)  f(xipq) + flxiy) — 2 (x;)
hZ - h2

f”(xi) =

c) Tableau récapitulatif
Si I'on se référe aux résultats précédents, on peut constituer une table nous donnant

I'expression des dérivées successives.

f{xi—z) f{xi—l) f(xi) f(xr+1) f(xr+2)
2hf'(x;) -1 0 1
h*F"(x;) 1 2 1
2R3 " (x;) -1 2 0 2 1
h* " (x;) 1 4 6 4 1

2- Méthode des différences a droite (ou avant)

Pour calculer les dérivées successives f (m) (x), cette méthode utilise les points situés de a

. .
droite de x;, c’est-a-dire x;,;, X; 15 X419,

a) Dérivée premiére d droite f;(x)
En utilisant un développement limité de Taylor autourde h = 0,ona:

h? h3
fQisn) = fOq +h) = FO) + hF(e) + o7 f7 () + 50 f7" () + - (3)

h? . . . . fal A
En posant A(h%) = —f"(x) et en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal 4 h*, une

approximation de la dérivée premiére a droite est :

falxi) = Jlat h; —f(x) _ f(xi+1]h— fx)

Cette approximation est moins bonne qu’avec les différences centrées.

b) Dérivée seconde a droite f4(x)

En utilisant un développement limité de Taylor autourde h = 0,on a:

2 3

4h 8h
Fxisa) = Fxi + 2h) = ) + 2hf (x) + = £ () + = fC) 4+ (&)

Faisons la soustraction des équations (3) et (4). On obtient :



f(xinz) = 2f (xi1) = = (x) + h*f" (x;) + 6(h?)
En posant 8(h%) = h*f"'(x;) et en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal 4 h?, une
approximation de la dérivée seconde a droite est :

fCri+2h) = 2f(xi + h) + fC) _ f(Hiva) = 2f (Xiea) + F(xi)

c) Tableau récapitulatif
Si 'on se référe aux résultats précédents, on peut constituer une table nous donnant

I’expression des dérivées successives.

Termes des dérivées

Dérivées fx:) fxis1) f(xi42) f(xi+3) f(xi+a)
hf'(x:) 1 0 I g

h2f"(x;) 1 2 1

h* " (x;) -1 3 -3 1

h* " (x;) 1 -4 6 -4 1

Remarque : calcul des coefficients des termes de chaque dérivée.
Connaissant la dérivée premiére, on en déduit les autres dérivées par un simple calcul. Par

exemple, pour le calcul de chacun des différents termes de la dérivée seconde, on soustrait le
coefficient de la case 1 (voir tableau) et celwm de la case 2 (voir tableau) pour obtenir le
coefficient multiplicatif du deuxiéme terme de la dérivée seconde a la case 3 (voir tableau).
Les cases qui n’ont pas de coefficient sont prises ¢gales a 0. Pour le calcul des premiers
termes, on suppose que la case contenant I'expression littérale des dérivées est aussi prise

épale a 0.

3- Meéthode des différences 4 gauche (ou arriére)

Pour calculer les dérivées successives f™(x), cette méthode utilise les points situés de &

gauche de x;, ¢’est-a-dire x;_, x5 Xj_3,.

On obtient comme dans le cas de la méthode des différences a droite, le méme résultat en

remplagant x;4; par x;_;.
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a) Dérivée premiére a gauche fg(x)

fx)=flx;=h)  f(x) = flxi_4)
h - h

fa(xi) =

b) Dérivée seconde a gauche fy(x)

fOa) =2f(xi = h) + fxizz)  flxi) = 2f (xi—1) + f(xi-2)
h? - h?

g (x) =

¢) Tableau récapitulatif
Si I'on se réfere aux résultats précédents, on peut constituer une table nous donnant

I’expression des dérivées successives.

Termes des deérivées
Dérivées f(x) fCxiz1) fxizz) flxizs) fxizy)
hf'(x;) 1 g -1 pg
h2 " (x;) 1 2 1
R3F""(x;) 1 3 3 -1
h* " (x;) 1 -4 6 -4 1

Remargue : calcul des coefficients des termes de chaque dérivée.
Connaissant la dérivée premiére, on en déduit les autres dérivées par un simple calcul. Par

exemple, pour le caleul de chacun des differents termes de la dérivée seconde, on prend
I’opposé du coefficient de la case | (voir tableau) et on 1’additionne avec le coefficient de la
case 2 (voir tableau) pour obtenir le coefficient multiplicatif du deuxiéme terme de la dérivée
seconde a la case 3 (voir tableau). Les cases qui n’ont pas de coefficient sont prises égales a
(0. Pour le calcul des premiers termes, on suppose que la case contenant I'expression littérale

des dérivées est aussi prise égale a 0.

II- Cas d’une fonction définie en des points non réguliérement espacés

Il peut arriver que ’on cherche la dérivée en un point x pour une fonction f(x) définie en

des points non réguliérement espacés. Dans ce cas, on approche f(x) par un polynome de

degré n (confére chapitre sur I'interpolation). Une approximation de la dérivée est donnée par
la dérivée du polynéme trouvé. Dans le cas général, on se contente d'une interpolation

linéaire ou quadratique.



1- Approximation linéaire

S1 on peut calculer la dérivée de f(x) en un pomnt x € [x;; x;,1], on peut approcher f(x)
par la droite :

f(xi+1) - f(l’i)

i+1 — X

Px) = f(x) + (x = x;)

D’ou :

P'(x) = fxize) = f(xp)

Xig1 — X

Les résultats sont bons au centre de I'intervalle [x;; x;, 4] mais non aux extrémités.

2- Approximation quadratique

Six € [x;_1;x;:+1], x; étant le point le plus proche de x, on a :
P(x)=ax®+bx+c
Avec :
P'(x)=2ax+b
Il suffit de trouver les coefficients a, b, ¢ en résolvant le systeme :
flxi_y) =ax?,+bx;_1+c
f(x;) = axf +bx;+c
(Xip1) = l:15'fi:!+1 + bxiy, +c

Soit donc :
P(x) = (2x =2 — %) Ti = (2x — X341 — ;) Ti4
Xig1 — X
Avec :
T = i) = fa) I - fxi) = f(xi1)
i — ' i-1 =
Xiv1 =X X = Xia
Reésolution du probléme
On sait que
i=-— j—f lors de la décharge d'un condensateur et,
i= Z—': lors de la charge d'un condensateur.
d dU
Puisque q = CU on en déduit que a4 =C— Y- avecc qui est une constante
d? dr dt dt
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. s L . . au
Lintensité gui a parcouru le circuit sera de la forme | = =C e

La dérivée en 0 est une dérivée d droite de la forme | = —

c Uty )=0ty)

ty=tg
La dérivée en 8 est une dérivée a gauche de la forme i = —C %
a=iz
Les quires dérivées sont des dérivées centrales de la forme i = =C w
On en déduit le tableau suivant
t(ms) ] 1 2 3 4 5 ] 7 8
vy 4.0 35 3.0 20 1.1 0.7 0.5 0.4 0.3
I(x1024) 0.5 0.5 0.73 I 0.65 0.3 0.1 0.1 0.1

L ‘intensité maximale qui a parcouru le circuit est de I = 10724

Exercices sur la Dérivation numérique

Exercice 1: Déplacement d'un mobile

Une voiture de formule 1, assimilée 4 un point matériel, se déplace en ligne droite lors d'une
course. On recueille dans un tableau, la distance parcourue par le mobile en fonction du

temps.

t(s) 0 2 4 4]

B8

x(m) 20 40 100 200

340

a) calculer a partir des dérivées centrales, la vitesse et l'accélération de la voiture aux temps

t = 2s: 4s; 65.

b) calculer, a partir des dérivées a gauche ou a droite, la vitesse et I'accélération de la voiture

aux temps t = 0s; 8s.
c¢) quelle est la nature du mouvement? Justifier votre réponse.

Indications
i) \ oy X x(Bggq )=x(E—y) _dv _ d’x _ x(tip)=2x(E)4x(t—g) _
n‘em-eescenmﬂes.U—E—T, il e T avech =2s
t=25s =2v=20ms""; a=10ms™?
t=4s =2 v=40ms™'; a = 10ms=?
t=6s =2v==60ms""'; a=10ms?
. . d By )=x(t - d dZ t)=2x(E; t -
t = 0s - dérivées a droife - v = d—: = w: 10ms™; a= ﬁ= ﬁ= w = 10ms™*
C e d i )=x(t;_ - d? e =2x(t;_ (T 3
t = 8s ; derivées & gauche : v = d—: = % = 70ms~}; = ﬁ = W =g = 10ms~*

mouvement rectiligne uniformément accéléré cara = cteet #.d > 0

Exercice 2: décharge d'un condensateur

Lors de la décharge d'un condensateur de capacité C = 1075F dans un dipéle non linéaire, on

a relevé les tensions swivantes aux bornes du condensateur (voir tableau):

t(ms) 0 1 2 3 4

o
=]

7

8

U 4 3,5 3 2 1.1 0, 0,5

b |

0,4

0,3

a) calculer l'intensité du courant a ¢ = Oms et 4 t = Bms en utilisant respectivement la

dérivée a droite et 4 gauche.

b) calculer l'intensité du courant aux temps t = 1;2; 3;4; 5; 6; 7 ms en utilisant la dérivée

centrale.
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c) compléter le tableau et tracer le graphe [ = f(f).

d) déterminer la valeur maximale de I'intensité du courant qui a circulé dans le circuit.

Indications
h=ty, —t;=1ms

Pourt = 1;2;3;4;5;6; 7 ms on a une dérivée centrale - i(t;) = —Cd—u =-=C

Pour t = Oms on a une dérivée d droite - i(t;) = —

di

AT . du
Ponr t = 8ms on a une dérivée a gauche - i(t;) = _CE =

dt

e _ _p Ultea)-Uy)

(?h( )
Uitp=tneg—

Uity )=Ut_y)

zh

|I(:~<10‘2A)| 0,5 ‘ 0.5 | 0,75 | 0,95

o865 ‘ i3 ‘ a5 | ¥ ‘

01 |

Imax = 0,95.10774

Exercice 3 : calcul de la tension dans un circuit R, L
Dans un circuit avec une tension E(t) et une mductance L, la premiére loi de Kichhoff donne

la relation :

E=L%4Ri
=L—+Ri
) o dt

Ou R est la resistance dans le circuit et i le courant. Supposons qu’on a mesuré pour plusieurs

valeurs du temps £, I’intensité i. Les résultats sont consignés dans le tableau ci1-dessous :

t(s)

1,00

1,01

1,02

1,03

1,04

i(A4)

3,10

312

314

318

324

On pose que l'inductance est constante avec L = (0,98 Henries. De méme,

0,142 Ohms.
Calculer la tension E(t) pour les 5 valeurs de I'expérience.
Indications
t(s) 1,00 1,02 1,03 1,04
E(WV) | 2400 | 2403 | 3,386 | 5,352 | 7,320

R =
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Chapitre 6 : Integration numerique

Probléme

On donne la courbe deduite du tableau ci-dessous :

Proportion (x) | Puissance (GW) -
0 30.00 | ey
0.1 29.00 = ;™
0.2 24.00 = Mg
03 2066 ™ AR e sl
0.4 19.41 g - !
0.5 19.04 L \
0.6 18.72 P
0.7 18.49 | 3
OS 1830 1] Bl nz n3i [} ns & ny ns ne
0.9 15.49 Proportion
1 0.77

Cette courbe indique la proportion de ’année ou la demande d’¢lectricité atteint ou dépasse
un niveau de puissance donné (en gigawatts ou GW) pour un service d’électricité. L aire sous

cette courbe est tout simplement 1'énergie totale £ vendue au cours de I'année. Cette donnee

est donc importante pour I’entreprise en question. En déduire |”énergie totale E.
Onnote que E = f:f P dx, avec
L

E = GW année; P = puissance en GW; x; = proportion initiale; x; = proportion finale

Introduction

Lorsqu’une fonction f(x) est définie et continue dans |'intervalle [a; b], I'intégration de f(x)

est basée principalement sur la relation :

b
| = f f)dx= F(b) - F(a)

Ou F(x) est une primitive de f(x).
Cette méthode de calcul n’est pas toujours réalisable si F(x) ne peut s’exprimer a ’aide de
fonctions élémentaires, ou s1 F(x) n’est définie que par un ensemble de valeurs numériques

provenant de résultats expérimentaux.



Il est possible d’approcher la valeur de [ en évaluant |’aire S comprise entre |’axe
(ox) et les paralléles & (oy) menées par a et b. Cette aire est constituée d'une somme finie de

: ey - b—a - :
n amwes élémentaires A; de base h = — et de formes plus ou moms complexe et qui

caractérise la methode utilisée. On a :

I = J;hf(x) dx

Avec

J=S=iﬂi; I =]+R(f)

=0
] = valeur approchée de I; R(f) = l'erreur

NB : il existe plusieurs méthodes, mais dans notre cas, nous n'en étudierons que deux.
III- Meéthode des rectangles

1- Principe

Considérons une subdivision de Iintervalle [a; b] en n parties égales de longueur h = b%.

La méthode consiste a remplacer f(x) par une fonction en escalier défime par g(x;) = f(x;)

(voir figure ci-dessous).
L’aire ¢lémentaire A; est celle d’un rectangle définie par la base (largeur) h et une hauteur

(longueur) f(x;), soit done :

A; = h f(x;)

La valeur approchée de I'intégrale est de la forme :
n n n
b—a
J=) A=) hfa)=—> f(x)
i=0 i=0 i=0
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Ou encore :

= L) + - fxw)

On sait aussi que x; = @ + ih. On peut donc ecrire que

b_ n
J==—=> fla+ih)

2- Calcul d’erreur

L’erreur élémentaire & (h) est la différence entre 1'aire en dessous de f(x) délimitée par x;_

et x; et |'aire en dessous de g(x) délimitée par ces mémes coordonnées. Soit donc :
£ (h) = j;‘:_i f(x)dx — h f(xi-1) Avec x;y = x; — h
Posons F(x) la pnmitive de f(x). Il vient donc que :

£i(h) = F(x;) —F(x; —h) — hf (x; — h)

Si I’on fait un développement limité de &;(h) autourde h = 0., ona:

2z

£;(h) = £(0) + he';(0) + %5”5(0) +
On calcule chaque terme du développement limité et on s”arréte lorsqu’un terme est non nul.
On a done :
* £(0)=F(x)—F(x) - 0% f(x) =0
o gi(h)=f(x;—h)—flx;—h)+hf'(x; —h) = hf'(x; — h)
£4(0) = flx) = flx) —0x f'(x) =0
o &'i(h)=f(x;—h)—hf"(x;—h)
e"i(0) = f'(x) —0x f'(x) = f(x;) # 0
Soit done - &,(h) = 2 £",(0) = = '(x))

L’erreur totale est la somme de toutes les erreurs. On a :

n hz n
R(D =) la®l == If ()

Posons M, = max;_,,|f"(x;)]

(b—a)?
2n?

On montre que : R(f) < nM,

(b-a)?
il

Soit: R(f) =

M,
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3- Algorithme

[ Défmt ]
v
J.a, b, hréels
in elntier
v
/ lirea,b,n /
v
h « I[bl— a)/n
v
[«1
J <0
v
jr—,f+h*lf(a+i*h]

O
i<i+1

Non

/ Emprilmer ] /

v

s

IV-  Meéthode des trapézes

1- Principe

Considérons une subdivision de I'intervalle [a; b] en n parties égales de longueur h = ?.

La méthode consiste a remplacer f(x) par ligne une brisée defime par g(x;) = f(x;) et a
calculer 1"aire de chaque trapéze élémentaire (voir figure ci-dessous).

L’aire ¢lémentaire A; du trapéze compris entre Xx;_; et x; est celle d’un trapeéze définie par la
base f(x;). sa largeur f(x;_,) et sa hauteur h. soit donc :

_SG) + fCxiza) fOe) + flx_y)

A; 2 (¢ —xi4) =h 3
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=y X X3 LT E b=x,

La valeur approchée de I'intégrale est de la forme :

n n » b _ n
=Y a= Y L) 220N (e + £ o)
i=1

=1 i=1

En developpant cette expression avec X, = a; X, = b, ona:
b—
J= ?a [f (xg) + fF(xy) + fx)) + F(x2) + f(x0) + - + fxng) + f(xna) + f(x5)]
b —
= ?a[f(ﬂ) +2f(x)) + 2f () + -+ 2f (x,4) + f(D)]

J= —a
T 2n

F@+F®)+ sz(xal

i=1

NB : on peut aussi poser que : X; = a + ih.

2- Calcul d’erreur

L’erreur élémentaire &;(h) est la différence entre 1'aire en dessous de f(x) délimitée par x;_,

et x; et I"aire en dessous de g(x) délimitée par ces mémes coordonnées. Soit donc :

fQxi) + f(x-q)
2

&) = f FOIdx — (1 — %io1)

Xi-q

Posons F(x) la pnmitive de f(x) et x;_; = x; — h_ Il vient donc que :

h
g(h) =F(x)) —F(x; — h) _Elf(xi) + f(x; — h)]

Si I’on fait un développement limité de £;(h) autourde h = 0.on a :

h? h3
EIUI} = EEI:D) + hfr!'(ﬂ) +?£",-(L'I) +E£F”E(ﬂ) + -

On caleule chaque terme du développement limité et on s arréte lorsqu’un terme est non nul.

57



On a donc :
o &(0)=F(x)—FQx) =3 X [f(x) + f(x)] = 0
o S =fl—h—3fG)—3fGi—h) +5f (i —h)=3f(—h)—5f () +
gf’{x:— —h)
1 1 0
£(0) = Ef(xi) - Ef':xi] —zX f'lx;)=10
o i) ==l +3f i —h) =2 —h) =—2f"(x;—h)
£(0)=0xf"(x) =0
o &"(h)=—3f"(x;— h) +§f”'(x,. —h)
e 1 " ﬂ ree 1 i
£ (0) = _E’f (x7) +§xf (x;) = —Ef (x) # 0
Soit denc :
h3 h3
ei(h) = —&"1(0) = = (x)

L’erreur totale est la somme de toutes les erreurs. On a :

R(f) < Zlet(ml - —Zu"(x !

i=1 =1
Posons M; = max;_, ,|f "(x)]
On montre que :
(b—a)?
R(f) < ————nM,
Soit :
(b —a)?
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1- Algorithme

[ Début ]
¥
J.a, b, hréels

i,nentier
|

v

/ Hr.ﬂ.z a, b, n /
h « {t —a)/2n

r

i1
] <0
+*
Je=]+2+fla+i=*h)

Oui
i—i+1

Non
J =]+ f(a)+ f(b)
'

/ imprimer [ X

)
Résolution du probléme
La proportion est calculée par pas de h = 0.1. On a donc n = 10 intervalles.

Methode des rectangles
_ b= ai
J == ), f
=0

1-0
I= T{BU + 29 + 24 + 20,66 + 19.41 + 19.04 + 18.72 + 18.49 + 18.3 + 15.49 + 0.77)

J = 21.388 GW année

L'erreur se calcule en recherchant chague dérivée premiére. On ne calculera pas les dérivées a gauche et a
droite pour les valeurs extrémes car elles sont aberrantes. On calculera donc les dérivées centrales pour les
autres valeurs (voir tablean ci-dessous).

On note que M, = sup|f'(x)| = 147.2
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DVon

L a=0p
R() = —5

Onadonc - E = ] + R(f) = (21.388 £ 8.765) GW année

x 87.65 = B.765

Méthode des frapézes

n—1

b-a
=@+ ) 42 ) fx)
=1
1-0
I= 7% 10 (31] +0.77 + 2% (29 4+ 24 + 20.66 + 19.41 + 19.04 + 18.72 + 1849 + 183 + 15.49_})

J = 19.8495 GW année

L'erreur se calcule en recherchant chague dérvivée seconde. On ne calculera pas les dérivées a gauche et a

droite pour les valeurs extrémes car elles sont aberrantes. On calculera donc les deérivées centrales pour les

autres valeurs (voir tableaw ci-dessous).
On note que M, = sup|f''(x)| = 1191
Don
(1-0)
R(f) g ———
= 12 = (10)2
Onadonc - E =]+ R(f) = (19.8495 + 0.9925) GW année

* 1191 = 0.9925

Braportion (x) [/ 0.1 0.2 0.3 o4 ] (1] 0.7 0.8

0e 1

Puizzamce (GH} 30 20 24 20.66 1041 10,04 18.72 1540 153

1540

fix) ./‘7‘4 -30 -41.7 -22.95 81 -3.45 -2.75 -2.1 -15

-87.65 W;’;’A

P
/
£(x) W -400 166 209 88 5 4 4 -262

-1191 WA

Exercices sur I'intégration numérique

Exercice 1 : Déplacement d'une particule dans un fluide
1) Rappeler le principe de la méthode:
a) des rectangles
b) des trapézes
On donne l'intégrale swivante: | = f: f(x)dx.
2) Rappeler (en les démontrant) les expressions de I, [,, R(f) pour ces
suscitées.

3) Donnez les ordinogrammes de résolution de ces deux méthodes.
4) Application

deux meéthodes

51 une particule de masse m se déplace dans un fluide, elle est sujette a une force de viscosite
R qui est une fonction de la vitesse. La relation enfre la résistance R, la vitesse v et le temps t

est donnée par 1'équation:
v(t)_m_
Vo  Rlu)

supposons que R(u) = uvu ot R est en Newton et ven ms™. Sim = 10kg, v, = 10ms™!

t]

approximer le temps requis pour que la vitesse diminue jusqu'a S5ms~! en utilisant-

a) la méthode des rectangles avec h =1
b) la méthode des trapézes avec h = 1
c) comparer avec la valeur exacte qui est t = 2,6197s.
NB : On prendra le soin de calculer aussi ’erreur pour chaque méthode.
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Indications
Se réféver an cours pour les principes

i o | 1| 2|3 ]|4]|:5s
w | 5|6 | 7|8 | e |10
flu) | 0,09 0,07 | 005|004 004|003

Méthode des rectangles - [, = 3,2433 5; R(f) = 0,75005; t = (3,2433 £ 0,7500) s
Meéthode des rrapeézes : [, = 2,6380 5; R(f) = 0,0417 5; t = (2,6380 + 0,0417) 5
La merthode des mapézes donne une valenr proche de la valewr exacie.

Exercice 2 : Capacit¢ d’un condensateur
Pour déterminer la capacité C d’un condensateur, une méthode simple consiste a le brancher a
un générateur de tension Uy = 3V et de mesurer 'intensité du courant I(t) avec un

ampéremeétre numerique rapide. Les mesures ont donne -

t (ms) 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

I{mA) |0(1.027|1.054 0812|0556 |0.357 (022001320077 |0.045(0.025|0.014 | 0.008 | 0.004

Dans la suite, on exprimera tous les résultats 2 107 prés.
1- Tracer le graphe [ = f(t).
2- Déterminer la capacité C (en p F) du condensateur par la méthode des trapézes.

3- Comparer avec la valeur exacte qui est de © = 3uF.
Indications

1 (26 b—a 26—0
C=— idt avech = = = 2ms
TR n 13

C = 2,886 uF; R(f) = 0,722 uF; C = (2,886 + 0,722) uF

Exercice 3 : Aire d'un disque
Considérons le disque limité par le cercle d’équation x? + y? = a? Par raison de symétrie,
I’aire du disque est le double de 1'aire limitée par le demi-cercle d’équation y = f(x) =
VaZ —x7 et I'axe (ox).
a) Calculer analytiquement 1'aire 5(a) = 2 _[’_T f(x)dx du disque en fonction du rayon
a. On effectuera un changement de variable en posant x = acos(t).
b) Evaluer J, et I'erreur R(f) en fonction de a par la méthode des rectangles. On posera
que le nombre d’intervalles est n = 4.
c) Que vaut, par la méthode des rectangles, la valeur de I'aire § (a) sia = 20cm.
d) Comparer les reésultats obtenus avec la valeur exacte pour a = 20cm.

Indications -
Méthode directe :S(a) = 2 [*'\/a? —x% dx =2 [j'(1 — cos2t) dt = ma® = 1257,14 cm?
Meéthode des rectangles - S(a) = 2 _[_T vaZ—xtdx = Iﬂ;{:l ++/3) =1092,82 em?

{a + a)* a?
4

R(f) = ® sup|fix)] =—== 230,94 cm?

V3

Exercice 4 :
La méthode des rectangles consiste a remplacer la fonction [ par une fonction g en escalier
définie par g(x;) = f(x;) pour x;_; < x < x;. ondonne : [ = J:J sh(x)dx.

1- Déterminer une valeur approchée de ch(0,5) a partir de la table de sh(x) suivant :



X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

sh(x) 0 0,1002 0,2013 0.3045 0.4108 05211

2- Comparer avec la valeur réelle.

Indications :
—mhE
Ju=0,15379; R(f) = “==2C x 1,1276 = 0,02819, ch(0,5) =1 + ch(0) = J, + 1 = 1,15379
La valeur réelle est ch(0,5) = 1,1276. La différence entre la valeur réelle et la valenr calculée est A=
1,15379 = 1,1276 = 0,02619 gui tend sensiblement vers R(f).
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Chapitre 7 : Algebre lineaire numerique
1. Methodes matricelles numeriques.

Introduction
Dans ce chapitre, nous procéderons par la résolution de certains exercices.

e Lecture et impression d'une matrice ligne par ligne.

¢ Recopie d’une matrice A({, j) dans une matrice B(i, j).

¢ Construction d’'une matrice nulle et d’une matrice unité.

e Produit et quotient d’une matrice par un réel non nul.

* Somme, différence et produit de deux matrices.

+ Résolution d’un systéme d’équations par la méthode du pivot de Gauss.

e Reésolution d’un systéme d’équations par la méthode de Jacobi.

I- Opérations élémentaires

Dans cette partie, nous présenterons uniquement des exemples dalgorithme

(ordinogrammes ou pseudo-codes)

1- Lecture et impression d’une matrice ligne par ligne

On désire lire tous les éléments d’une matrice et ensuite les afficher ligne par ligne.

Algorithme Lecture_impression
Atableaun xm [ Début ]
i,j,n,mentier ¥

Atableaun xm
L,j,n,m entiers

Pouri « 1,n faire
Pour j « 1, m faire

lire A(i, j) !
RALY) i=1n
fin (i) je= l:m

Pouri « 1,n faire
Pour j « 1, m faire ¥
~ afficher AL, j) / lire A(i. 1) /

o finQ) !
ft.n (i) i« 1,n
fin je1,m

'

frmorimer A(Q. i)

y

Fin
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2- Recopie d’une matrice A(i, j) dans une matrice B(i, j)

Algorithme Recopie
A, B tableaux n xm
i,j,n,mentier
Pouri « 1,n faire
Pour j « 1, m faire
lire A(i, j)
B(i.j) < A(i.))
fin (j)
fin (i)
Pouri « 1,n faire
Pour j « 1, m faire
af ficher B(i,])
fin (j)
fin (i)
fin

Début

v

A B tableaux n xm
i, f,n,mentiers

v

i+~1n
j=1m

'

lire A(L,j)

'

B(L,j) « A(L])

'

imprimer B(i, )

'

Fin
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3- Construction d’une mairice nulle et d’une matrice unité

On veut construire une matrice aulle U(Z,j) et une matrice unité I(i,j) toutes deux de

dimension 1 ¥ n.

Algorithme Nulle_unité
U,Itableaux n xn
i,j,nentier
Pouri « 1,n faire
Pour j « 1, n faire
U(i,j) « 0
S1i = j alors
I1(i,j) =1
Sinon I(i.j) «0
af ficher U(L, j),1(i, )
fin (j)
fin (i)
fin

{ Début

]

¥

U, tableaux n xn
i,j,nentiers

v

[=1n
j+=1n

v

/ UMi.iy e« 0

—

i,j) <0

IiLj)=1

- 4,1

/ imorimer UL i LI 7Y

v
2[ Fin
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4- Produit et quotient d’une matrice par un réel non nul

On veut multiplier et ensuite diviser une méme matrice A(i, j) par un réel a.

Algorithme quotient_produi
A,AP,AQ tableaux n xm
[, j,n,mentier
Pour i « 1,n faire
Pour j « 1, m faire
lire A(i, j)
AP(L,j) « a * A(L, )
AQ(L,j) « AL j)/a
fin ()
fin (i)
Pouri « 1,n faire
Pour j « 1, m faire
af ficher AP(i, ), AQ(i, j)
fin ()
fin (i)
fin

[ Début ]
v

A, AP, AQ tableaux n
X m
i.i.n.mentiers

v

i~1n
j=1m

v
lire A(i, i)
'
AP(i,j) « a = A(i, f)
AQ(L)) « A(L,j)/a

—
—

/ imprimer AP(i, j), AQ(i, j) /

h 4

 fm )
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5- Somme, différence et produit de denx matrices

On veut famre la somme S(i, ), la difference D(i,j) et le produt P(i,j) de deux matrices

A(i, j) et B(i, j) de dimension n x n.

Algorithme somme_dif ference_produit

A B, 5 D, P tableaux n xn
i, f, &, entier
Pour i + 1, n fare
Pour j « 1,n fame
tire A(L j), B(L f)
S04, j) < AL, j) + B(i,j)
D(i, j) « A(i, j) — B(i,j)
fin (j)
fin (i)
Pour i « 1,n fare
Pour j « 1,n famre
P(Lj)+ 0

Pourk — 1,n

P(i,j) « P(i,j) + A(i, k) = Bk, )

fin (k)
fin (j)
fin (i)
Pour i « 1, n fare

Pour j « 1,n fame

af ficher S(L,j), D(L, j), P(i, )

fin (j})
fin (i)
fin

Debut

v

AB.5 D P tableauxr n % n
i, f,n entiers

+

i—1n
Jj+=1n

¥
f lire A(LL j). BUi, i) J’
'
S(i,j) < A(L, j) + B(ij)
D{i.j) = A(L,j) — B(i. j)

.

i+~ 1n
j+=1n

'

k—1n

!

P{i, j) — P, j) + A(i, k) = Bk, j)

]

f

imprimer S(i, j). DL j). P(Lf) /

'

[ Fin I
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II- Résolution d’un systéme d’équations par la méthode du pivot de Gauss

Résolvons le systéme ci-dessous par la méthode du pivot de Gauss :

a+hb+c=-3
da+2b+c=0
9a+3b+c=5

Pour la résolution, on choisit successivement chaque ligne comme ligne pivot ; le pivot
étant le premier élément non nul de la ligne. Ainsi :
+« On divise la premiére ligne par a,,. Ensuite,
* On annule le premier terme de chacune des autres lignes :
- A la deuxiéme ligne, on retranche la ligne L; multipliée par a,;, c’est-a-dire
Ly —L; xay
- A la troisiéme ligne, on retranche la ligne L, multipliée par ay,, c’est-a-dire
Ly —L; x as,
¢ On prend maintenant la deuxiéme ligne L; comme ligne pivot et la nouvelle valeur
a';; comme élément pivot. On divise L par a’y;.
- A la premiére ligne, on retranche la ligne L, multipliée par a'y;, ¢ est-a-dire
Li—L,xa',
- A la troisiéme ligne, on retranche la ligne L, multipliée par a'y,, ¢ est-a-dire
Ly — L, xa'ss
* On prend mamtenant la deuxiéme ligne L, comme ligne pivot et la nouvelle valeur
a';; comme élément pivot. On divise L, par a';.
- A la premiére ligne, on retranche la ligne L, multipliée par a'ys, c¢’est-a-dire
L,—L,xa,
- A la troisiéme ligne, on retranche la ligne L, multipliée par a's,, c’est-a-dire
Ly — Ly xa'ss
* On prend maintenant la deuxiéme ligne L3 comme ligne pivot et la nouvelle valeur
a''33 comme élément pivot. On divise Ly par a''s3.
- A la premiére ligne, on retranche la ligne L, multipliée par a3, c’est-a-dire
Li—Lyxa"s
- A la deuxiéme ligne, on retranche la ligne L, multipliée par a”,;, c’est-a-dire

rr
Ly =Ly xa";

Ce mode de calcul annule de ce fait les autres termes de la matrice pour n’obtenir qu'une
matrice unité et les valeurs de a, b, c.
Le systéme a résoudre revient a :
1 1 11-3 Ly/1 |1 1 1-3 Ly—=4L; |1 1 1|-3 Ly/(-2)

4 2 110 - 4 2 110 - 0 -2 =312 -
9 3 115 9 3 115 La—9L; lo -6 -8l32
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L1 13 Li-L |10 =3 11 |10 |3 Lt
0 —6 —8/32 Lat+6L, | i—a} 0 o i—a} Lz—ng
1 0 0]1 a=

0 1 00 dou [b=

0 0 1l-4 c=—4

MB : l'algorithme de résolution n’est pas donné afin de simplifier la compréhension.

III- Résolution d’un systéme d’équations par la méthode de Jacobi

Considérons le systéme lineaire suivant

1%y + QX3 + Qy3X3 + o+ dypxy, = by

031Xy + Az3X; + A33X3 + o+ AppXy = by

Qpy Xy + AppX; + ans.xz + o+ ApnXn = by
On suppose que tous les éléments de la diagonale sont non nuls (a; # 0). Dans le cas ot un
elément de cette diagonale est nulle, on pivote cette ligne avec celle quu la précede ou la suat.
A partir d’une approximation initiale, (valeurs arbitrairement choisies) x{,x9, -, x} comme
dans le cas de la méthode du point fixe, on construit ’algorithme qui consiste 4 isoler le

coefficient de la diagonale de chaque higne du systéme. Ainsion a :

mn
1
x 4D = | — Z aux}[k}
a.
ii -
j=1
J=i

Femarques :
* On arréte les calculs lorsque deux valeurs successives de x; sont « suffisamment »

voisines. On peut utiliser un critére de convergence absolue :

xflik+1}_xlik} <

* On utilisera un crtére simple de convergence pour montrer la convergence de la
methode comme dans le cas de la méthode du pomnt fixe. On dira donc que la méthode

de Jacobi est convergente si la matrice est diagonale strictement dominante, ¢’est-a-

dire si: Vi, |ay| > Xj=i|ay]
J=i
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2. Resolutions des systemes d’ equations lineaires

2.1 Imtroduction

Un systéme de n dquations an ineommnes XX, réelles est appelé systéme lindaive o ord
Ce systéme se présente sous la forme suivanie:

Xy + Xy + o+ @y, X, = b

X, +0,.X, +..+ 4, X =b

@0 +a,.0 +.+a,x, =h,

Les (@,)1.c, sontles coefficients.
Lyt

Les b, lsiza sonfles termes du second membre du systéme.
Les 4  somtles inconnues
X

H

Ce systéme peut &tre écrit sous forme matricielle de 1a maniére suivante

thy Bz €1 cen oee vnn a, || x b
Bag Tan Tag con ven oo sy, || X, b,
...... e e e e | Xy =] |24 X =B
_ﬂkl ﬂk: au! """"" ﬂuk i _J‘n i _bn i

A est appelée matrice de transformation a » lignes et m colonnes

Exemple
(x+3y+4z=50

d3r+5y—-4z=2 systéme linéaire

[4x+Ty—2z=31



22 Les méthodes direcfes

Les méthodes directes sont des algorithmes qui permettent de fournir des solutions exactes si elles
existent en un nombre fini d'opérations. Ex: méthode de Cramer, Gauss, de Gauss-Jordan,

Substitution ...

2.21 Cramer

L'existence et ["unicité de la solution d'un systéme linéaire dépend de la valeur du déterminant de 4.

I- Sidet (A) # 0 La matrice est dite réguliére et le systéme admet ume solution unigue qui est

donmée par la méthode de Cramer.

T et T e T T der(d)

o _det(d) _det(d,) o _det(4)

Le déterminant det (4,) est obtenu en remplacant la j* colonne de A par b.

al] a]! a]3 i alr-l b] II'I}lnn-] T a]n

@y Oy yy...llyy by Gy ... 0y,

det(4) =|.

ﬂnl aﬂ: II'I}rli- ...ﬂ# =l brl a#r'f] "'ﬂnn

L’inconveignent de cette méthodes qu’elle est couteuse en temps et en espace de stockage.

2- 51 det({A4) =0 A est dite matrice singuliére et le systéme est degénére.

Exemple
Soit le systéme suivant

x+3y+4z=50

13 4

s 5y—_dze? La matrice 4 duo systéme est: A=|3 5-4

4x+7y-22=31 47-2

Donc
13 4

det A=|3 5—4|=—8+0 Le systéme est régulier et admet alors la solution nmique :

4 7-2
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503 4 150 4 1350
2 5-4 32 -4 352
NN E T B L 14312 40 _ﬁ=4?31=—ﬁ4=3
-8 -8 T -8 -8 -8 -8
x=(3.5.8)

La solution ast

222 Gauss sans pivetation

La méthode d’élimination de gauss est une méthode directe qui permet de résoudre wun systéme
d’équation linéaire Ax=b en un nombre fini d’opérations.

Elle consiste a transformer le systéme A*x=b en un systéme 4 "*v=h' oa A’ est une mafrice
triangulaive supérieure droite.

La matrice 4" est obtenue par substitutions successives dans la matrice d'origine selon "algorithme

d’élimination de Gauss suivant:

1) La triangulatisation

pourk =1 jusquan—1
prvat +— ay, {*stratégie de prvot *)
s1 pivor # 0 alors

pouri=fk+1jusqu'an

[/ b

b «—b —
! ‘' pwot *

pour j =k +1 jusqu'an

. d— d, =

iy ay

_ a.é.-
prvor

Fin pour

Fin pour

Fin 5i

Fin

On appliquant cet algorithme de triangularisation le systéme devient le suivant

o Ay iy, RS b
0 - e Ce, : : D'oi la solution est
0 0 a . a, X, |=| B -
. T
0 a,

=
=
=]
h=‘-.
£l
oy
£l
o
"
I
| —
—
i~
|
e
T =
-3
tﬁ
=
—"



2y Résolution du systéme mriangulaire

X, ——

i
i

pouri =n-1musqu'al
somme < 0
pour j =i+1usquan
SOINME — SOMMe +a, ¥

gty
Finpour
bi — somme
X, <—a—
i
Fin pour

2.2.2.1 Gauss avec pivotation

+ Pivotation partislle

Dans le cas ou un des pivots est mul, on cherche un pivot non mul dans la méme colonne.

Le pivet choisi est le plus grand en valeur absolw, il est appelé pivot maximal par colonne, celui-ci est
trouveé on permute deux lignes, ce type de pivotation est appelés pivotation partielle (2)

Le pivot est choisit par la fornmle suivante :

a$™P = MAX|a$P| i e [k, n] (2.2
Exemple :
x+3v+4z =50 ] o
. p - On permute les lignes 2 et 3 X+3y+4z=30
Or+0y-dz=2 Ox+Ty-2z=131
Ox+Ty=2z=31 Ox+0y—4z=2

« Pivotation totale

Dans le cas de pivotation totale (3). le pivot choisi est le plus grand en valewr absolu dans toute
matrice, il est donné par la formmle suivante

E=i=r7 (2.3)

0l = MAX]|al
o= j=r7

Et on permute les colonnes retk et les lignes metk
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Exemple 1 :

x+3y+4z=50 4x+7Ty-2z=31 TTy+4x—2z=31

3reSy_dze2 On permute Ix+5y—4z=2 On permute Sy+3x—4z=2
| i Laligne 1 et3 la colonne let 2

4x+TTy—2z=31 x+3y+4z=30 Jy+lx+4z=50

Exemple 2 :

Résoudre le systéme suivant par la méthode de gauss

:.-'."_ ny —..T: - :.-I.IE = _6
/ ¥  +3x, + x, =0
pivet (1) ‘ ) __ .
"J:I-I'l. +4£'1 _El =—0 i
/ a +3x, +x, =0
(2) = (2)-an/pivet (1) 3, - x, + 13 +2x, =8
- x +2Ix, + x, =6
(2x, +4x, —2x, =—6
0 +x +x + x =3
33, — Xg A+ X +J._I. = § ]
/ - - % +ln +x =6
(3) = (3)-aufpivet (1) (2v +4x, -2x =-6
O + x: + 1’3 + 1'4 = 3
0 - Tx, +4x, +2x, =17
_[ .01 +h 4 X, = ﬁ i

223 Gauss Jordan

La méthode de Gauss-Jordan est mme méthode trés utilisés, elle agit sur les lipnes dume matrice en
utilisant les mémes opérations que celles de Gauss. Les operations autorisées sont:

1. Echauge de deux rangées.
2. Multipliez n'importe quelle ligne par une constante non nulle.
3. Remplacer une ligne par la somme de sur la ligne et un multiple constant dune autrs
ligne.
) ’ LI.E,LI.E.
On forme la matrice augmentée correspondants au systéme d'équations linéaires, aprés
application I'algorithme de gauss, on obtient la solution X ainsi que la matrice inverse

AT bs] A% X
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Exemple

L R

R | 0
Soit le systéme i résondre - 2 0= |=]2
36 % 1

On forme tout d abord la matrice [4, b :

E=1k=1

(1 3 3 0 1 3 3 0
Normalisation = |2 2 0 2 | Réduction = |0 -4 -6 2

2 3 6 11 0 -6 -3 11
E=2k=2

(1 3 3 0 10 =32 3/2
Normalisation = |0 1 3/2 -1/2| Réduction = |0 1 3/2 -1/2

0 -6 3 1 00 6 8
K=3k=3

10 -3/2 342 100 742
Wormalization — |0 1 3/2 -1/2| Réduction — |0 1 0O =-5/2

00 1  4/3 00 1 43

iy =au+';d‘m]: x' -[712 -5f2 4f3:|

La soluhion est
2.2.3.1 Inverse d'une matrice

Selon la méthode de Cramer, une matrice 4 de rang n n’est inversible que si son déterminant A est
différent de zéro. Dans ce cas, le produit de 4 par la matrice inverse 4™ donne la matrice unitaire J.

Ala=a4 =1y Al =4
En appliquant la méthode de Cramer sur la matrice 4, on peut déterminer 4™

Exemple :
1 3 3 1 0 0
4=12.2 0200 1 0
3 2 6 00 1
]—2 :12 1
On obtient en utilisant la méthode de -1 _ L 4] Qu vérifie | 1
Cramer - =312 37 e AtA= a4 =1
1.7 2
| 3 & 3

De méme L algorithme de Gauss-Jordan présent au début de ce cours (méthode du pivot) opérs aussi le
passage de la matnice C=[4,y/ a la matrice D=/ XJ ou ¥ est la solution du systéme linéaire 4 XY=y ; Soit
X=4'y.

Aprés les opérations de I'algorithme de Gauss-Jordan, on obtient : D=dA" C=A" 4 [J=[T4"]
Cette méthode, de calcul de I'inverse d'une matrice qui est résumée ci-dessous, permet de calculer 4™
avec un nombre d'opérations nettement inférieur 4 celui de la méthode de Cramer.
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Transformation (4,0} :’[I,A"!)
Pm;rk_]’z""’n,una:
[+
e J= 2k NG,
i=12, .k
Pour j=2n, ky=a,; =a; ~a,a;
i®
Exemple -
1 3 3
Soitlamatrice A=[2 2 0| Calculer A par la méthode de Gauss Jordan.
3 2 6
k=I
(1 3100 1 3 3 1 00
Normalisation = | 2 0 0 1 0]:Réduction = |0 -4 -6 -2 1 0
3260 01 0 -7 -3 -3 01
k=2
(1 3 3 1 D0 1 0 -3/2 -1z 34 0
Nomualisation g 1 372 12 -4 of i REWEHOnlo y 35 y2 -4 0
0 -7 -3 -3 0 1 00 15/2 U2 -7/4 1
k=3
10 -3z -1z 34 0 ). 1 o0 -2/5 245 15
Ngm'i“ﬁ““ 01 W2 U2 -4 ﬂ]iﬂ.édm:ﬁﬂn 01 0 2/5 110 -1U5
oo 1 115 -7/30 2715] = 00 1 W15 -7/30 2/15)
] -2 2 1
fﬁﬁf* ‘m% 2 1z -1|a=1

1/2 —-T7ie 2732

2.2.3 Factorisation LU

Il est trés facile de résoundre un systéme tnangnlaire comme celw dun Ganss que cehu ordinaire de
type Ax=b_ donc on décompose A sous forme LU aver L matniee tmangulaire inférienr et U matrice
triangulaire supénsure

A=LU .
fr_t=a_n=_mr_t
H.
1) Ly=b
P @ Ly
() Ux=y
1 0 -0
u 0 :
A MW =l0 0 1 0
_ [-' : _f.ttl.t
N 0 —f, 0 1
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On multiplions la matrice A par une matrice M)

AW = At 40 AV=4 o AW=U b b — Tt p
g
a, a, —kg
- -l & 1 ! I
U=M*" M9 MO4=M4 g,

A=MU=IU
done I=M"

Les matrices élémentaires M™ sont inversibles et leurs inverses sont les matrices LI”trianguIaires
inférieures telles gue :

i ) )
M —lsanf 1,=1 i=Ln I,IJ:Jr_{M(}_I]
sauf [, =f, i=k+1lnm
1 0 .0
! 0 0 1] :
0 M=o 0o 1 0
&) _ .
" D ’ : ° L%
=L 0 £, 0 1
0 _Ex.t U] 1

L=p*0 1 _®

Algorithme LU

pourk =1 jusqu'a n—1
pivof«—a, (* stratégie de pivot *)
si pivet # 0 alors
£, 1
pouri =k+1 jusqu'an
£y ff'“
pivet

pour j=k+1jusquan
ay «a;—fuay
fait
fait
sinon érreur
fait

23 Les méthodes itérafives

Les méthodes itératives ou indirectes sont des algorithmes qui permettent de fournir des selutions

approchées_si elles existent en un nombre infini d’opérations. Ex: méthode de Jacobi, Gauss
Seiedel ...



2.3.1 Laméthode de Jacobi (4]

Soit D la diagonale de la matrice 4, et G le reste :

A=D+G

o 0 0 0 0
’ o 0 0 iy
0 a, 0 0 G=|a,
0 0 0 :
o 0o 0 a, a,

dyy Ay A
0 Qo :
@4l 0 Dyl i n
. T ial 0 oln
aﬂr aﬂj-] 0

Dxnrr =b—G.IDI'd ﬁ_xnmr — D-l{b_Exn-]rl]

Théaréme de convergence :

514 est une matrice 3 diagonale strictement dominantz, alers la méthode de Jacobi

COMVETZE

Démaonstration T

acobi
¥ =(D) (b—(E+ F)x*)
¥ =Cx*+d avec C=D(E+F), d=D"

- 1<
1. ~fo e+, -zm{ S

21'] +4I: _Ex!
x,  +3x, +
3.'[[ - I: + .T!, +33(’_1

—_ 2
X +_.'f;'!I + Xy

soit (¥,. %5, ¥;. ¥; | une solution approchée

unagmnons que Av=b avec par exemple u‘r’s.r{:!,ﬁ]{ E

sion essayait: 4

X =
— 2-..,
X, = 0-5 -7, B,
2 3 . _
8_3}-] +}-: _2?4_ soit x‘ -
Xy=——
) 1
5+f:_2f3
Xy = —

"
- Zayfj

Jul i
ay
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tant que dist{Ax, . . b) = £ (ie lﬂ'l:}
b= Yax
e -l i
X = J f;r

i

fin

2.3.2 La methode de Gauss Seidel (3)

Soit E la trangulaire inférieure et F la supéneure de la matrice 4 :

A=D+E+F
0 0 0 0 0 a, ay iy,
ay, 0 ] : 0 0 a_,
E=|a; a4 0 0 0| F=|0 0 0 Tl LU
- T tal 0 0 : D ﬂ @yl
anl am an.n-] D ﬂ D ﬂ U
(D+ER™" =b—Fx™ & x> =(D+E)* (b- Fx™)
i M=D+E
(D+ Ep™" = (b— Fx™*): @.5)
N=-F
Exemple
hl + 41’_} - 21’3 = _6
¥ +3x, + x, =10
Ar=be -
31’1 - 1'3 + .T! + 2JL'+ = S
- x +2x; + x; =6
—6-4%, + 27,
=
- =l [
x, =_ﬂ—x;—x4 b, _ZL“J;IJ - Zl""ﬁ;
J it v = A= =it
8—3x +x,-2%, % o
_-[3 — f— i
6+ 1, —2x,
X, = _-l =

tant que dist(Ax, . b)>&  (1e10™)
fml

b _Z“’#ﬁw - iaﬂxﬁm
= =l

x:'.rrr _ Fmiwl

ﬂ'"

Fin



Lorsqu'une inconnue est utilisée, ¢’est automatiquement la plus récente valeur qui est caleulée.
Ceci assure une convergence des caleuls bien plus rapide que la méthede de JACOBL
On améte les caleuls lorsque les wvalewrs successives de x; sont suffisamment wvoisines.
Pour cela, on peut utiliser,

+ 5oit le critére de Convergence absolue (§)

(kel) _ (K} ¢ .
‘xj xt |£ p 2.6)

= soit le critére de Convergence relative (7):

(Eal) _ (KD
Xy R R (2.7
— _iEsly |~

i

Pour les systémes ol les matrices qui sont de rang élevé, il n'est pas commode de faire le test de
convergence sur chagque mconnme x;.

Dans ce cas, on fait le test soit seulement sur certaines inconnues que l'on cheoisit, seit les quantités
suivantes :

142
(Rl) _ (8] 2

Ir2
L] ] a X
| (E+1) _ l:k]I (&l (% S § £
X A ow Xt -x on
¥ J (E+1)
JZ[: [.FZ-I] ! ! I =l Xy

0

La convergence du procéde ne dépend pas du choix des valeurs mitiales %7 . tais seulement des valeurs
des coefficients.

On montre que la convergence est assurée si on a, powr chague valeur de 7 (c’est & dire pour chague
lizne), la relation  est vérifiée.

fhal) _ (k)
2 |x; x;

Th+1)
x;

I“ﬁHZl"#l e8)
=

Autrement dit, il ¥ a convergence si chaque £lément diagonal est supérieur ou égal, en module, a la
somme des modules des antres éléments de sa ligne (la matrice A soit DED (8)).

2.4 Quelque exemples élémentaires

Exemple 1 - Volel un apercu d’exécution  pour le systéme suivant par la méthode de Gauss

4y —2x, Ix =-2
4 .Tl _31-. —313 - -1].
Ar=b e B
Iy 43 - x = -1
4 .22 -2
4.3 2 -11
234 -1

En appliquant I"algorithme de triangularisation de gauss on trouve le systéme  sulvant
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Apras substitufion on trouve la solution suivante

X=(-1.1.2)

Le déterminantest  det(4) = (-1°)] [pivot, =4+.1+.18=72
=l
Exemple 2 Woici un apergu d’exécution pour un autre systéme par la méthode de Gauss

5.‘[1 + 3.1'] - 1’3

=5
x +6x, -—3x, = 4
=7

Ar=be 2y + x4
502 4 14
1 6 3 4
21 4 7

h S
0 hEES.28( 28
*,

o o nagy asg
™ f

Aprés substitution on trouve la selufion suivante
X=(1.1.1)

Le déterminant est det(4) = (-1°)[ [ pivet, =121

ml

Exemple 3 : Voici un apergu d’exécution pour le systéme suivant par la méthode de Gauss Seidel

EIL 'I'x: _I3 =13
drehesd ™ —5x,  —xy = 8
4x, , +Tx, = 16

H1+32-X3=13 X1= (13 -X2+X3)2

Xl 532 X3 =8 <9 X2)=(8 Xl -X3)3F =2

4X1 +H032 +T7X3 =16 N3 o=(16 - 4X1W7

Aprés 3 itérations et x' = (1,0,097
On trouve la solution suivante x©! = (6.0139050, —0.16744637, —1.1508029)7
Exemple 4 Voici un aper¢u d’exécution pour le systéme suivant par la méthode de Gauss Seidel aprés

la vérification de la convergence

Soit le systéme Av =5
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207 xl 16

|
(%)
[

#
)

]

et
Lia

En algébre linfaire, une matrice camrée a coefficients réels ou complexes est dite 4 diagonale dominante
lorsque le module de chague terme diagonal est supérieur ou égal 3 la somme des modules des autres
termes de sa ligne.

A=(ay).vil<i<n
Wil=ji<=m

on a alors

vielL nl,|mr| > E].|“+r|
J-

dm
On vénfier la formmle pour les trois lignes :

Bl = 10l + 7] pasbon

Bl = |-21+0]  bon

Bl = 16H]-2]  pasbon
Donc A n’est pas dominante

Pour avoir A strictement diagonale dominante 11 faut amranger A, donc s1 on permute la 1 colomne avec
la 3 colonne et on change la position des X1, on obtient le systéme suivant

T0 2 x3 16
03 2] *=2| = 23
1208 xl 0

7l = 10] + |2] bon
[l = [0F |-2] bon
6] = 122 ben

Une fois notre systéme set DFD, on exécute méthode de Gauss Seidel avec 5 itérations et comme
solution imitiale (™ = (1,0,0)7 , on trouve la solution suivante

B=2, =5  Xl=l
Donc la solutionest x®) = (1,52)7

Exemple 5 : Voici un apergu d’exécution pour le systéme suivant par la méthode de Gauss Jordon

x, +2x, +3x;, =9
2x; —x, +x; =8

3x, —x; =3

Etape | Former la matrice augmentée comespondant au systéme d'équations linsaires

1 2 3 9
2 -1 1 8
3 0 -1 3
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Etape 2: Transformer la matrice augmentée en matrice sous forme d'échelons réduits par des opérations
de lignes élémentaires.

1 0 0 2
01 0 -1
0O 01 3

Etape 3: Résoudre le systéme linéaire corespondant 4 la matrice en forme d'échelon de lizne réduite. La
solution (s) sont également pour le systéme d'équations lineaires a I'étape 1.

=2 x=-1 x,=3

Exercice

Est ce gue le systéme linéaire A x=Db swivant converge et pour quei 7

10 2 3 x -1
a=( 2 12 1 ) F(}") t-:( 2 )
1 4 10 z 3

- Domner les matrices D, U et L qui correspendent a la décomposition A=D - U-L dela
méthode de jacobn
- Résoudre le systéme lméaire A x=b avec @ = (0,0,0) en 4 iterations.

FIN
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